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Mathematische Yorlesnngen über die Methode der 

Integrale und anderes. 



Erste Vorlesung. 
Über die Natur und die Berechnniig der Integrale. 

Wir haben im vorigen*) gesehen, wie die Differentiale 
der Größen zu finden sind. Jetzt werden wir umgekehrt zeigen, 
wie die Integrale der Differentiale gefunden werden, d. h. 
diejenigen Größen, von denen die Differentiale herrühren. Nun 
ist schon aus dem oben Gesagten bekannt, daß dx das Diffe- 
rential von X ist und xdx das Differential von ^x^ oder 1«^ + 
oder — einer konstanten Größe, x^dx das Differential von ^x^ 
oder ^x^ + oder — usw. und x^dx das Differential von ^a;* + 
oder — einer konstanten Größe, ebenso auch 

adx das Differential von ax usw. 
axdx » » . ^ax^ > 

ax^dx » » > ^ax^ » 

ax^dx » • > \ax/^ » 

usw. 

Hieraus läßt sich folgende allgemeine Regel bilden: 

axPdx ist das Differential von — r-r^^"*'^ 

p + 1 

Wenn also von irgendeiner Differentialgröße das Integral zu 
nehmen ist, so muß man vor allem erwägen, ob nicht die vor- 



♦) Der Verfasser meint die Vorlesungen über Differentialrech- 
nung, die vorangingen, und die er unterdrücken zu müssen glaubte, 
weil alles in jenen Vorlesungen enthaltene von Herrn V Hospital in 
sein allgemein verbreitetes Buch übernommen worden \Ät^ ^-^ä ^"^ 
betitelt hat: Analyse des infiniment petVt&^V 
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gelegte Größe das Produkt irgendeines Differentials mit einem 
Vielfachen seines zu einer gewissen Potenz erhobenen Abso- 
luten ist. Dies ist dann ein Zeichen, daß man das Integral 
nach der obigen Regel finden kann. Wenn z. B. von der 

Größe dyVa-i-y das Integi*al zu finden ist, so sehe ich zuerst, 
daß dy mit einem Vielfachen seines Absoluten a + «/» erhoben 
zur Potenz ^, multipliziert ist; darauf suche ich nach der obigen 
Regel davon das Integral, nämlich 

r^ {<i + y}^*\ d.h. f(a + t/)yM=^. 

Ebenso findet man das Integral von xdxya^-\-x^^ welches 
lautet 

das Integral von dyiVa + y gleich 2ya + 2/, das Integral 
von dx : x gleich 2) 

iic<^ = i X 1 = oo. 

Es ist zu* bemerken, daß manchmal Größen vorkommen, 
deren Integrale beim ersten Anblick sich nicht nach dieser 
Regel finden zu lassen scheinen. Man findet sie aber leicht 
nach einer gewissen Umänderung, wie in den folgenden Fällen. 

1. Wenn man für 



dx Va^x^ + x^ schreibt xdx Vä^ + x^, 



so findet man das Integral, nämlich (^a^ + l-x^) Va^ + x^. Und 
wenn man für 

dx Ya^ + Sa^x -\- 3ax^ + x^ schreibt [adx + xdx) Va + a;, 

so findet man das Integral ^a^ + 2aa; + cc^) Va -\- x. 

2. Auch umgekehrt kommt es vor, daß man einen oder 
einige Buchstaben unter das Wurzelzeichen ziehen muß, bevor 
man das Integral nehmen kann, wie bei folgendem Beispiel 

(dax^dx + 4:X^dx) Vax + x^. 

Hiervon läßt sich das Integral nach unserer Regel, wie es 
scheint, nicht nehmen. Wenn man aber ein x hineinzieht, 
entsteht 

{Sax^dx-\- 4tx^dx)yax^ + x*, 
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wovon man jetzt das Integral nach der Regel 

findet. 

3. Wenn ein Brucli vorkommt, dessen Nenner ein Quadrat 
oder ein Kubus oder eine andere Potenz ist, so muB man deren 
Wurzel als absolute Größe wählen. So ist hier bei 

xdx 



a^ + 2a^x^ + x^ 

als absolute Größe a'^ + x^ zu wählen, und man erhält dann 
— 1 : (2 a^ + 2 x'^). Wenn man als absolute Größe a* + 2 d^x^ + x^ 
wählte, ließe sich das Integral des Bruches nicht nach der Regel 
erhalten. 

4. Wenn von zwei Größen für sich genommen das Integral 
nicht gefunden werden kann, so kommt es manchmal vor, daß 
man es aus ihrer Yerbindang erhalten kann. Beispiel: 

adx xdx 

+ 



y2ax + x^ y2ax + x^ 

Von keiner der Größen für sich hat man das Integral ^). Das 
Integral ihrer Summe 

adx + xdx 

V2ax + x^ 



ist aber y2ax-\- x^. 

5. Ein Bruch scheint manchmal kein Integral zu haben. 
Multipliziert man aber seinen Zähler und Nenner mit derselben 
Größe, so läßt sich nachher sein Integral leicht erhalten. So ist es bei 

adx-^ xdx 

V3a + 2x 

Man multipliziere Zähler und Nenner mit x. Dann erhält man 

axdx + x^dx 

y3ax^ + 2x^^ 

wovon das Integral \y3ax^ + 2x^ lautet. 

6. Umgekehrt sind manchmal Zähler und Nenner durch 
dieselbe Größe zu dividieren, um das Integral erhalten zu 
können. Beispiel: 

ax^dx 

ydP-x^ + x^ 
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Man dividiere jedes Glied dorch x. Dann erhält man 

axdx 



V^2 + 



X' 



Davon lautet das Integi-al nach der Regel aVa^ + x^ 

7. Es kommt auch vor, daß sich das Integral der vor- 
gelegten Größe nach der Regel nicht erhalten läßt. Wenn 
man aber eine andere Größe, deren Integral man hat, hinzu 
addiert, so kommt etwas heraus, wovon sich das Integral nehmen 
läßt. Nimmt man daher von diesem Integral das der addierten 
Größe fort, so bleibt das gesuchte Integral übrig. Beispiel: 



xdx yä+x. 

Es sei hiervon das Integral zu nehmen. Da dies auf einfache 
Weise nicht geschehen kann, addiere man zu der vorgelegten 

Größe diese adxVa'\'X. Es ergibt sich dann 



{adx-^- xdx)ya-\-Xj 
wovon das Integral nach der Regel 



= i(a + x)^ya + x 

gefunden wird. Wenn man hiervon das Integral von adxVa -{-x 
fortnimmt, das 

-|a(a + a;)ya + x 
lautet, so bleibt übrig 



|(a + x)^ya + x — la{a + x)Va-\- 



x 



als Integral der vorgelegten Größe xdx Va + x. 
Auf dieselbe Weise findet man das Integral von 



Man hat nämlich das Integi*al von 



(a2 + 2air + x^]dx Va + x, 
wie auch das der Größe 



ä^dxVa + X, 
und nach dem soeben Gefundenen das von 



2axdxya-{' x. 
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Daher hat man anch das Integral des übrighleibenden Bestand- 
teils x^dxVa-^-x, 

Aaf dieselbe Weise wird man das Integral der Größe 

x^dxVa-\-x oder x^dxVa-i-x nnd sogar xPdxVa + x 
finden. So wird auch, wenn eine ans mehreren Gliedern be- 
stehende Größe vorliegt y ihr Integral nach Teilen gefunden. 
Eine solche Größe ist 



(2aaj3 + x^)dxVä~+x. 

Ich suche zuerst das Integral des ersten Teiles 2ax^dxya -^ x 

auf, dann das des zweiten x^dx Va -{- x. Ihre Summe gibt 
das Integral des Ganzen. 

Erinnerung. 

Dies sind die hauptsächlichsten Fälle, die beim Bilden von 
Integralen vorkommen können. Zwar bleiben mehrere, ja sogar 
unendlich viele andere noch übrig, mit deren Hilfe man zu den 
Integralen gelangt. Aber sie fallen nicht alle ins Gedächtnis, 
und dann kann man die meisten auf die hier angeführten re- 
duzieren, so daß sich auch mit Hilfe dieser das Gewünschte 
erreichen läßt; schließlich bieten sich auch dem aufmerksamen 
Betrachter tausend Lösungsmethoden und mannigfache Fälle 
je nach der Natur der gegebenen Größen von selbst dar. 
Deshalb wäre es nicht weniger unmöglich als unnütz, wenn 
wir noch mehrere andere außer den angeführten hier bei- 
bringen wollten. 

Es mag die eine Bemerkung genügen, daß von der Auf- 
findung der Integrale gerade bedeutendere mathematische Prob- 
leme und Theoreme abhängen, sowohl bereits gefundene als 
auch solche, die man noch zu finden wünscht, so z. B. die 
Quadratur der Flächen, die Rektifikation der Kurven, die Ku- 
batur der Körper, die umgekehrte Tangentenmethode ^) oder die 
Auffindung der Natur von Kurven aus gegebenen Eigenschaften 
der Tangenten, nicht weniger aber das, was zur Mechanik gehört, 
wie die Methode zur Auffindung des Zentrums der Schwere, 
des Stoßes, der Schwingung usw. Man erhält anch durch Auf- 
findung von Integralen die Abwicklungen der Kurven und die 
Art, ihre Natur zu bestimmen und mit Hilfe der Abwicklung 
die Kurven selbst zu rektifizieren, wie es Herr Tschimhaus^\ 
bei seinen Kaustiken gemacht hat. 
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So leicht es aber ist, von irgend einer vorgelegten Größe 
das Differential zn finden, so schwer ist es nmgekehrt, das 
Integral irgend eines Differentials anzugeben, so daß wir mit- 
unter nicht einmal sicher behaupten können, ob sich von der 
vorgelegten Größe das Integral bilden läßt oder nicht. Das 
wenigstens wage ich zu behaupten, daß von jeder ganzen und 
rationalen Größe, die mit 



xPVa^ — x^j xPVaX'-x^y x^Va^ + x^ 

multipliziert oder dividiert ist, das Integral entweder zu haben 
oder auf die Quadratur des Kreises oder der Hyperbel*) redu- 
zierbar ist. Dies werden wir im folgenden lehren. Daher ist 
überhaupt mit Sorgfalt darauf zu achten, ob die vorgelegte 
Größe, aus der man das Integral gewinnen soll, durch Multi- 
plikation oder durch Division oder durch Wurzelausziehung auf 
eine Größe reduziert werden kann, in der man eines dieser 
Wurzelzeichen hat, multipliziert mit einer rationalen und ganzen 
Größe. Wenn dies geschehen kann, so ist sofort im Ernst zu 
behaupten, daß sich das Integral der gegebenen Größe erhalten 
läßt; wenn nicht, daß es von der Quadratur des Kreises oder 
der Hyperbel abhängt und darauf reduzierbar ist. 

Wenn z. B. folgende Größe vorgelegt wird 



(a3 + ax^ — x^)dx l A + ^ 



x 

und davon das Integral zu nehmen ist, so scheint beim ersten 
Anblick das Integral weder erhältlich zu sein, noch eine Be- 
ziehung zur Quadratur des Kreises zu haben. Nimmt man 
nämlich als absolute Größe das an, was unter dem Integral- 
zeichen steht, also den Bruch (a + x) : x, so wird auch das 
Differential davon ein Bruch sein, so daß daraus nach der Regel 
nichts geschlossen werden kann. Daher multipliziere ich, um 
dies zu vermeiden, den Zähler und den Nenner des irrationalen 
Bruches mit dem Zähler, und das Produkt des Zählers mit sich 
selbst vereinige ich mit dem rationalen Bestandteil der Größe, 
so daß dann ein Bruch entsteht, dessen Zähler rein rational, 
und dessen Nenner irrational ist. Es wird nämlich sein 



(a3 + aaj2 — x^)dx y — ' — == ' -= 

'^ ^ Vax + x^ 

Diese Größe zeigt nun an, daß ihr Integral entweder erhältlich 
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oder auf die Quadratur der Hyperbel reduzierbar ist. «Wie 
dies aber erkannt werden kann und geschieht, dafür werden 
unten Regeln gegeben werden. 

Es bleibt noch etwas übrig, bevor wir zum Gebrauch und 
zur Anwendung der Integralrechnung kommen. Wir werden 
nämlich ein anderes Verfahren zur Bildung der Integrale dar- 
legen, das die allgemeine Methode nicht wenig abkürzt. Denn 
manchmal ist es wegen der Kompliziertheit der vorgelegten 
Größen nicht ohne weiteres klar, ob eine solche auf einen der 
vorgebrachten Fälle zurückführbar ist, und sogar, ob sie ein 
Integral hat oder nicht. Dieses Verfahren jedoch reduziert 
die Größe auf wenige Glieder, so daß man dann ohne Mühe 
das gesuchte Integral findet. Dies geschieht aber, indem man 
die mit dem Wurzelzeichen behaftete Größe als die absolute 
annimmt und irgend einem Buchstaben gleichsetzt und dann 
die gegebene Größe gemäß dieser Annahme in eine andere 
verwandelt, die nur aus diesem zu Hilfe genommenen Buch- 
staben besteht. Von dieser Größe, die meistens viel einfacher 
aussieht, nehme man das Integral, das sich wieder in das ge- 
suchte Integral verwandeln läßt, indem man den Wert des 
angenommenen Buchstaben einsetzt. 

Dies wird besser durch ein Beispiel klar werden. Die 
Größe, deren Integral gesucht wird, sei 



Ich setze zu dem Ende Va + x = y. Dann wird x = y^ — a 
und weiter dx = 2ydy^ also im ganzen 



(ax + x^)dx Va-\- X = 2y^dy — 2ay^dy, 

Hiervon wird jetzt das Integral leicht und ohne Umschweife 
sofort gefunden, und zwar = ^y'' — fö2/^' Setzt man nun 
für y seinen Wert ein, so erhält man 



^{x + aj^yx + a — ia{x + a)^yx + a. 

Auf dieselbe Weise wird das Integral der Größe 

{cfl+2x^)dx 
Va2 + x^ 

gefanden, indem man ya^'{-x^^=y setzt. Dann wird x = 

= Vy^ — a2 und dx = ydy: Vy^ — a^. Weiter gilt für die 
Größe selbst 
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(«2 -}- 2x^)dx : Va^ + x^ = {2y^ — a^y)dy : Vy^ — a'^y^. 

Hiervon ist das Integral =Vy^ — a^y^. 
Ebenso setze man, wenn man hat 

{a — x)dx 

V2ax — x^ 



y2ax — «2 = y. Dann wird x = a ± Va^ — 2/^ ^^ = 
= zf ydy : Va^ — y^ nnd 

(a — x)dx 

— = dy, 
V2ax — «2 



Hiervon ist das Integral = y =y2ax — x\ 

Diese Regel läßt sich nun in unendlich vielen andern Fällen 
anwenden, und zwar in jenen, die wegen der Kompliziertheit 
gleichsam als verzweifelt angesehen werden können. Denn ab- 
gesehen davon, daß diese Regel die vorgelegte Größe manchmal 
wesentlich kürzer macht, bietet sie noch dazu den Vorteil, daß 
sie sofort vor die Augen stellt, ob sieh aus der so umgewan- 
delten Größe das Integral nehmen läßt. 

Allen diesen Methoden zur Auffindung der Integrale kann 
man auch die folgende hinzufügen, die wegen ihrer großen 
Nützlichkeit und Leichtigkeit fast allen übrigen vorzuziehen ist. 
Diese Methode bezieht sich aber nur auf jene Größen, die mit 
irrationalen Zeichen verbunden sind. Ihre ganze Anwendung 
besteht daher darin, daß die irrationalen Größen in rationale 
verwandelt werden, so daß die vorgelegte Größe ganz den 
rationalen Charakter annimmt, wonach, wenn es geschehen kann, 
ihr Integral leicht zu bilden ist. Hierzu führen also in nicht 
geringem Maße die diophantischen Fragen ^), die bei solchen 
Gelegenheiten ausgezeichnete Hilfe leisten, wie es an den Bei- 
spielen deutlicher hervortreten wird. 

Es sei z. B. von 

a^dx 



xVax — x2 



das Integral zu nehmen, was nach keiner der vorigen Methoden 
geschehen kann, durch diese aber in folgender Weise geleistet 

wu'd. Da Vax — x^ eine irrationale Größe ist, so muß, damit 
sie rational gemacht wird, ax — x^ ein Quadrat werden. Es 
sei also 



Die erste Integralrechnung. 11 

ax — a;2 = — , 

m 

Nach dieser Annahme wird x = am^ : (a^ + m^) und daher 
Vax — x'^ = a2m : (a2 + ^2), (Zx = 2a^mdm : (w2 + a2)2, 
also die ganze vorgelegte Größe 

a^dx 2a^dm 



xVax-'X^ w^ ' 

wovon sich das Integral leicht erhalten läßt, und zwar ist es 

= — 2a^:m. Setzt man jetzt den Wert m = Va^x :(a — x) 
ein, so ergibt sich 



_|/i^!-z:i^ = _2ai]/^ 



— X 



X ^ X 

als Integral von a^dx : xVax — 052^ 
Ebenso muß, wenn das Integral von 

Z. 

dxyx'^-\-- 2aa5 + a2 

X 

zu nehmen ist, x^-{-2ax-{- ä^ ein Kubus werden. Es sei also 



Dann wird x=y^ — a und. dx=:3y^dy und yx'^-{-2aX'\'a'^=y\ 

Also wird die ganze Größe 

2. 

cZxya52 -)-2aic + a2 Sy^dy 

X y^ — a 

Wenn man hiervon das Integral erhalten kann^], so hat man 
auch das Integral der gegebenen Größe. 

Zweite Vorlesung. 
Über die Quadratur der Flächen. 

Unter den mannigfachen Vorteilen, die wir aus der Integral- 
rechnung ziehen, ist fast der erste und hauptsächlichste der bei 
der Quadratur der Flächen sich bietende. Man betrachtet aber 
die Flächen als zerlegt in unendlich viele Teile, deren jeder 
als Differential der Fläche angesehen werden k&\iYL« "^^ts». 
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m&n also das Integral dieses Differentials, d. h. die Summe 
dieser Teile hat, ao wird daraus auch die gesuchte Quadratur 
bekannt. 

Jene unendlich kleinen Teile können aber bei den ebenen 
FUehen auf verBchiedene Weisen betrachtet werden, je nach- 
dem es auf die bequemste Weise alle UmstSnde der Flachen 
gestatten. Entweder werden nUmlich, was das Gewöhnlichste 
ist, die ebenen Flachen durch unendlich viele Parallelen ge- 
teilt, wie in Fig. 1, oder durch unendlich viele Geraden, die 




Fig. 3. 



Fig. 4. 



in einem Funkte zusammenlaufen, wie in Fig. 2, oder durch 
unendlich viele Tangenten, wie in Fig. 3, oder dnrch unendlich 
viele Normalen der Enrve, wie in Fig. 4. Diese Teilungen der 
ebenen Flächen sind allgemein, und Jede kann jeder FUohe an- 
gepaßt werden. Denn die Fläche besteht, wie immer sie geteilt 
ist, aus allen ihren Teilen. Meistens wird aber die Teilnngs- 
weise ansgewählt, die zu der Natur oder der Erzeugung der 
Fl&che mSglichst genan stimmt, und durch die man am kOrzesten 
und leichtesten zur Qnadratnr gelangt. Es wäre in der Tat 
angewOhnlich und gegen die Gesetze einer guten Methode, wenn 
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jemand die Quadratur der Parabel suchte mittels der Teilung, 
die Fig. 2 zeigt. Dagegen würde sich einer ungeheuren Mühe 
vergeblich unterziehen, wer irgend welche Spiralen mittels der 
Parallelteilung quadrieren wollte, wie sie in Fig. 1 vorliegt. 
Denn die Natur der Parabel, der parabelartigen und ähnlicher 
Kurven fordert parallele Teilungslinien. Dagegen zeigt die Er- 
zeugung der Spiralen, daß dort lieber konvergierende anzuwenden 
sind. Andere spezielle Teilungen können in Anspruch genommen 
werden, je nachdem es die 
Natur oder eine Eigen- 
schaft einer gewissen 
Kurve als zweckmäßig 
nahelegt. Diekonchoidale 
Fläche ÄBGD in Fig. 5 
z. B. kann man sich zer- 
legt denken in unendlich 
viele Trapeze, deren Sei- 
ten im Zentrum E kon- 
vergieren. 

Es ist jedoch wahr, 
daß manchmal Flächen 
vorkommen, die man sich 
ebenso leicht auf die eine 
wie auf die andere Weise 
zerlegt denken und auf 

die Rechnung zurückführen kann. Das zeigt sich beim Kreise 
und bei der Hyperbel, bei denen die Kreisfläche und die 
Hyperbelfläche sowohl nach parallelen Ordinaten als auch nach 
Linien, die von einem Zentrum zur Kurve divergieren, gleich 
bequem geteilt werden kann. 

Auf welche Weise schliießlich auch (um endlich zu den Qua- 
draturen selbst zu kommen) die Teilung der Flächen gedacht 
wird, so muß man, wenn man nachher die Gesamtfläche haben 
will, von einem der unendlich kleinen Teile den Wert suchen, 
der nur aus bestimmten Buchstaben und einer einzigen Art von 
Unbestimmten besteht. Das läßt sich immer durch die Natur 
und die Erzeugung der Kurve erreichen. Von dieser Größe 
als Differential ist dann das Integral zu finden, das die Qua- 
dratur der Fläche bedeutet. 

Wenn die Teilungen der Fläche parallel sind, so wird das 
Differential der Fläche, wenn x als Abszisse und y als Ordi- 
nate gedacht ist, ydx sein, nämlicli d^Ä ^^^\aO^ «sä ^^st 




Fig. 5. 



14 



Johann Bernonlli. 




-»ß 



Fig. 6. 



Ordinate und dem Dififerential der Abszisse. Ist daher AG 
(Fig. 6) die gegebene Kurve, so wird y eine gewisse Beziehung 

zu X haben, so daß sieh ydx 
in X allein ausdrückt. Es sei 
z. B. AG eine Parabel und 

daher ax = y'^ oder y = V ax. 

Dann wird 2/^» = 6?« Vaa;. Das 

Integral hiervon, das ^xVax 
oder ^xy lautet, ist die ge- 
suchte Fläche. 

Wenn die Teilungen in 
einem Punkte zusammenlaufen, 
so ist das Differential der Fläche 
\ydxy nämlich das Dreieck, 
dessen eine Seite t/, und dessen Höhe der unendlich kleine 
Kreisbogen ist, der um den Treffpunkt als Mittelpunkt durch 
das Ende des kleineren y beschrieben ist und als gerade Linie 
beti'achtet werden muß. Dieser kleine Bogen hat aber immer 

eine bestimmte Beziehung zu ^, je 
nach der gegebenen Natur der Kurve. 
Es sei z. B. ABG (Fig. 7) die 
Fläche der logarithmischen Spirale. 
Da also y einen konstanten Winkel 
mit der Kurve bildet, so wird dy 
zu dx ein konstantes Verhältnis 
haben, etwa wie a zu h. Es wird 
dann dx = bdy : a sein, mithin 
^ydx = ybdy : 2a. Das Integral 
hiervon by^:4:a ist gleich der 
Fläche. 

Auf dieselbe Weise muß man 
bei den andern Teilungsweisen ver- 
fahren. Wenn aber das Integral von 
ydx oder ^ydx sich nicht bilden 
läßt, und aUe oben angegebenen 
Methoden versucht sind, so ist dies ein Zeichen, daß die vorgelegte 
Fläche nicht qnadrierbar ist, oder wenigstens, daß man ihre 
Quadratur noch nicht hat. Das begegnet uns bei der Aufsuchung 
der Quadratur des Kreises und der Hyperbel^). Dort kommen wir 
zu einem Werte ydxy dessen Integral wir bis jetzt nicht finden 
können. Bei andern Flächen aber, deren Differentiale ydx 




Fig. 7. 



< 
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sich dnrch eine rationale Gröjße ausdrücken, die mit der Or- 
dinate des Kreises oder der Hyperbel multipliziert oder dividiert 
ist, läßt sich die Quadratur entweder überhaupt erhalten oder 
wenigstens auf die Quadratur des Kreises oder der Hyperbel 
zurückführen. Das haben wir oben versprochen und werden 
es hier wirklich erledigen. Vorher wollen wir aber gewisse 
Arten ins Auge fassen, wie das Differential einer Kreis- oder 
Hyperbelfläche ausgedrückt werden kann. 



fi^ 



b B 



E 
Fig. 8. 



ADG sei ein Halbk reis (Fig. 8), AC=2a^ AB = x, 
also DB = y2ax — «2 und daher die differentielle Fläche 
BDdh=dxV2ax — x^^ deren Integral das Segment ABD liefert. 

Es sei BE = x. Dann wi rd BD = Va^ — x^, die diffe- 
rentielle Fläche BDdb = dxVa^^x^. 

Es sei wieder AB das x. Dann wird das Kurvenstückchen 

dD = adx \V 2ax — «2, mithin das Dreieck DEd = a^dx : 

2y 2ax — 05^. Das Integral hiervon gibt den Sektor AED, 

Es sei BE=x. 
Dann wird dD = 

= adx :Vä^ — x^ und 
das Dreieck DEd = 

= aUx\2Va^-'X^. 

ABD sei ein Halb- 
kreis (Fig. 9), AD = a^ 
AB = X. Dann wird >\ 

Bi)=Va2 — a; 2, mit- 

hin BC= xdx iVa^— a;2 

und das Dreieck ABC = 
von gleich dem Segment AB, 




Fig. 9. 



x^dx: 2 Va2 — x^, das Integral hier- 
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Es sei jetzt ABC eine gleichseitige Hyperbel (Fig. 10), 
BD = 2a, BF= x. Dann wir d ÄF=V 2ax + x^ und die 
differentielle Fläche ÄFfa = dxV2ax + x^y das Integral hier- 
von gleich der Fläche 
AFB. 

H Es sei EF = x, also 

ÄF = Vx^—a^mädie 
diflferentielle Fläche 

AFfa = dxVx^ — a\ 

Es sei EH=x. 
Dann wird HJ = 

= Va^ + x^, EJ = 

= Va^-^2x^ und daher 
das Dreieck EKJ== 

= ^a^dx:Va^ + x^, das 
Integral hiervon gleich 
der Fläche EBJ. 

das Dreieck EKJ = 
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Fig. 10. 
Wenn HJ=x, 



so ergibt sich 

== \a^dx\Vx^ — a2. 

Alle diese verschiedenen Ausdrücke schließen eine und 
dieselbe Quadratur ein, nämlich die des Kreises, bzw. der 
Hyperbel, aber auf verschiedene Weise ausgeführt. Wenn also 
das Differential irgendeiner Fläche auf eine dieser Formeln 
reduziert werden kann, so läßt sich ein Ereis oder eine 
Hyperbel angeben oder ein Kreis-, bzw. Hyperbelsegment, das 
der gegebenen Fläche gleich ist. 

Alle jene Flächen aber, deren Differential durch eine ratio- 
nale Größe ausgedrückt wird, die mit der Ordinate des Kreises 

oder der Hyperbel, d. h. mit V2ax — x^ oder Va^ — x^ oder 
mit y2aa5 + a;2 oder Va^-^-x^ oder Yx^ — a^ usw. multipli- 
ziert oder dividiert ist, alle jene Flächen, sage ich, werden 
wir entweder quadrieren oder einem Kreis, bzw. einer Hyperbel 
gleich machen. Das geschieht so. Wenn die rationale Größe 
des vorgelegten Differentials aus einem oder mehreren Gliedern 
besteht, so muß man zusehen, ob etwas zu der gegebenen Größe 
hinzugefügt oder von ihr abgezogen werden kann, so daß sich 
nunmehr das Integral nehmen läßt. Hat man alsdann von dem 
Hinzugefügten oder Abgezogenen ebenfalls das Integral, so 
wird auch das Integral der gegebenen Größe bekannt werden. 
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Wenn aber das Hinzugefügte oder Abgezogene das Differential 
einer Kreis- oder Hyperbelfläche ist, so liegt auf der Hand, 
daß auch das gesuchte Integral sich auf eine solche Fläche 
reduzieren läßt. Es wird z. B. gesucht das Integral aus 
folgender QröBe 

xdxy2aX'{'X^. 
Um dies zu machen, gehe man in folgender Weise vor: 

xdxy2ax-^x'^ = {adx -{- xdx)V2ax -\- x^ — adxV^äx^- x^. 

Weil man jetzt das Integral des ersten Bestandteils hat, 
und das des zweiten die Quadratur der Hyperbel anzeigt, 
wird der Aufgabe genügt sein. 

Wenn aber nicht bekannt wird, was hinzuzufügen oder 
abzuziehen ist, so läßt sich die Sache doch nach einer 
allgemeinen Regel lösen. Diese verlangt, daß man vor allem 
das Wurzelzeichen in den Nenner bringt, so daß der Zähler 
vollkommen rational wird. Darauf erhebe man das Glied des 
Zählers, wo die Unbestimmte die meisten Dimensionen hat, auf 
noch mehr Dimensionen, so daß auch die Größe unter der 
Wurzel, so oft das obere Glied mit irgendeiner Potenz der 
Unbestimmten multipliziert wird, mit der doppelten Potenz 
multipliziert wird; auf diese Weise bleibt nämlich der Bruch 
immer der gleiche. Die Multiplikation kann also so weit fort- 
gesetzt werden, bis die höchste Dimension der Unbestimmten 
unter der Wurzel die höchste Dimension im Zähler um 1 über- 
trifft. Alsdann addiere oder subtrahiere man von dem auf 
diese Form gebrachten Gliede eine solche Größe, daß sich von 
der Summe das Integral nehmen läßt; dies kann immer er- 
reicht werden. Darauf muß dasselbe mit dieser addierten oder 
subtrahierten Größe gemacht werden, aber mit umgekehrtem 
Zeichen und in Verbindung mit dem nächstfolgenden Gliede. 
So kommt man schließlich herab bis zu dem letzten Gliede, 
von dem sich notwendig das Integral nehmen oder dem Kreise 
oder der Hyperbel gleichmachen läßt. Das wii'd besser durch 
ein Beispiel klar. 

Die Größe, deren Integral gesucht wird, sei 



(a^x + x^) dxVx^ — a2. 



Dies wird so durchgeführt: 

Ostwalda Klassiker. 19i, 
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la^x + x^) dxVx^ — a2 = > — ' 

a^xdx 



_ {x^dx — ia^x'')dx _ _i 



^ ^ ya;6 — a2a;4 Va;2— «2 

Also ist die vorgelegte Größe 



[a^x + x^)dxyx^ — a^^Ä + B+C+D. 

A und G haben aber Integrale auf Grnnd ihrer Herstellung, 

wie auch die übrigen Glieder B und D^ was von selbst klar 

ist. Daher ist von der ganzen Größe das Integral gefunden. 

Ebenso geht es, wenn als Größe, deren Integral zu finden ist, 



(2 «05 — x'^)dxV2ax — x^ 

vorgelegt wird. Dann erhalte ich zuerst mit Hilfe der Mul- 
tiplikation die Gleichung 

/« o\ j» ^/7^ T (4a2a;2 _ 4.ax^ + x^)dx 

(2ax — x^)dxy2ax — • x^ =/ === — - — 

y 2 ax — «2 

, .Jx'' — ^ax^)dx . { — ^ax^ '+-^a'^x^)dx 
= (jI) — ^ — + [B) . 

y2aa;7 — a;8 V2ax^^x^ 

[ .^( ifl^a;8--|a3a;2)<fa; ^ {la^x-ia^)dx _^ la^dx 



V2ax^'^x^ V2aa; — a;2 V2aa;— ic2 

Es kann aber das Integral aus A, Bj C, D genommen werden, 
und der Rest E zeigt, daß der Kreis anzuwenden ist, wie aus 
dem oben Gesagten hervorgeht. Daher ist das Integral der 
gegebenen Größe auf die Quadratur des Kreises zurückgeführt, 
was verlangt war. 

Es sei das Integral zu finden aus der Größe 

a^dx 



a;2 Yx^ dz a^ 

Wenn x = a2 : m ist, wird rfcc = — a^dm : m\ Die gefundene 
Größe läßt sich in — a^mdmiVa^dza^m^ verwandeln, wo- 
von das Integral lautet iifVa^dza^m^. Nach Einsetzen des 
Wertes bat man nz}/ a^ ± a^ : x2. 
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Auf dieselbe Weise geht es, wenn 

a^dx 

vorgelegt wird. £s sei «2 _j. 3.2 -— ^2. Dann wird x^ = 
= m* — «2 und dx = mdm : Vw2 — a^ und die ganze QrOße 

a^dx a^dm 

(cfi + a;2) 2 w2 ym2 — a2 ' 
wovon man das Integral leicht auf die obige Weise findet. 



Dritte Vorlesung. 
Qnadratur verschiedener Knrven. 

Was bisher über die Flächen gesagt worden ist; läßt sich 
leicht den Körpern anpassen. Die Ebenen, die die Körper in 
unendlich viele Teile zerlegen, können nämlich als Linien be- 
trachtet werden, die Flächen zerlegen. Dies ist keineswegs wider- 
sinnig, wenn man nur annimmt, daß jene Schnitte durch einen 
konstanten Buchstaben dividiert werden. Aus dieser Annahme er- 
geben sich dann Linien, die eine Fläche bilden, welche hinsicht- 
lich ihrer Quadratur dieselbe Größe hat, die dem vorgelegten Kör- 
per hinsichtlich seiner Kubatur zukommt. Daher werden wir uns 
bei der Kubatur der Körper nicht besonders aufhalten. Aber wir 
wollen wenigstens einige Flä- 
chen, teils quadrierbare, teils 
dem Kreise oder der Hyperbel 
vergleichbare, durcheinander- 
gemischt vorlegen, damit die 
Handhabung dieser Rechnungs- 
art klar wird. Dabei ist zu- 
nächst folgendes zu bemerken. 
Falls für das Integral des Diffe- 
rentials der vorgelegten Fläche 
eine negative Größe heraus- 
kommt, so zeigt dieser Umstand 
an, daß es nicht die unmittelbar 
über der Abszisse enthaltene 

Fläche ist, die durch diese Größe ausgedrückt wird, sondern dia 
gegenüberliegende Fläche, d. h. die, wekTü^ a^i ^^x tj^m^^-o. ksöoaRi 
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steht. Es sei z. B. DO E (Fig. 11) eine Hyperboloide, deren Natur 
[wenn BF= cc, FO = y und eine gewisse Konstante = a ge- 
setzt wird] «3 = x'^y ist, also y = a^:x^ und ydx = a^dx : x^. 
Hiervon ist das Integral = — a^\ x. Dies zeigt, da es negativ 
ist, daß es nicht gleich der Fläche AB FOD ist, sondern gleich 
der Restfläche OFCE. Das geht auch daraus hervor, daß, 
je größer x ist, desto kleiner a^:x wird. Daher ist hierfür 
nicht die Fläche ABFOD zu nehmen, weil sie bei wachsen- 
dem x selbst wächst ^ö). Es gentigt, dies zur späteren Be- 
achtung gesagt zu haben. Jetzt folgen einige Aufgaben. 




I. BGE (Fig. 12) sei eine gewisse Kuive, ÄB=a^ ÄD = Xj 
DG= y. Die Natur der Kurve ist diese 



a^x — «8 = x^y^ 



Gesucht wird die Quadratur der Fläche oder wenigstens ein 
ihr gleicher Kreis. Das geschieht so. Nach der gegebenen 
Gleichung ist 



und daher 



y = 



ydx = 



a^y ax — a^ 



X 



3 



a^dxV ax — a^ 
x^ 



Es sei X = a^ : m. Dann wird dx = — a^dm : m^y x^ = 

z= a^:m^ und Vax — a^ = a V{a — m) : w, mithin die ganze 
vorgelegte Größe 



a^dxV ax — a^ 



X' 



= — dm • Vam — m^. 



Das Integral hiervon zeigt, da es eine negative Größe ist, 
daß es nicht der Fläche BGD^ sondern der übrigen FDGE 
gleich ist. Wenn man daher über AB den Halbkreis AGB 
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beschreibt und BH=m=^a^\x nimmt, so wird das Segment 
BHQ gleich der Fläche FDGE. Daraus folgt, daß die ganze 
Fläche BCEF gleich dem Halbkreise ÄQB ist, und daher das 
Segment ÄHQ gleich der Fläche BGD, Dabei ist beiläufig 
zu bemerken, daß im Falle BD = ^AB die Ordinate DG ein 
Maximum wird. 

Bei dieser Aufgabe wird, wenn man a = a; setzt, x^y^ = 
und infolgedessen ^ = 0. Daraus läßt sich schließen, daß die 
der Aufgabe genügende Kurve im Punkte B anfängt. Wenn 
aber x = cx) ist, wird x — a = a; und a^x = x^y^^ a^ = 
= x'^y^ oder, wenn man die Gleichung auf eine Proportion 
reduziert, x^ : a"^ =^ a^\ y^. Weil also x^ unendlich viel größer 
als a^ ist, wird a^ auch unendlich viel größer sein als y^. 
Daher ist y in diesem Falle = 0, d. h., die Kurve BGE und 
die Gerade ABF treffen noch 



einmal im Unendlichen 
sammen. 



zu- 



n. ADK{Ti^.l^) ist eine 
konchoidische Kurve. Es wird 
die Fläche ABQD gesucht, 
Essei^-B= OD = BG=aj 
HG = x, HJ=dx, HB:BG= 
== HJ: JO ; daher wird JO = 

= adx:yx^-'a^\ GO:GD = 
= QJ:DF\ mithin DF = 

= [ax-^- a^)dx\ xVx^ — a^. 
Es ist aber {DF+ OI)'\DQ = 
dem Trapez FQ und somit das 
Trapez 

{2a^x -\- a^)dx 




Fig. 13. 



F0 = 



2xVx^ — a2 



Das Integral hiervon ist daher gleich der Fläche ABGD, Es 
wird aber in folgender Weise gebildet: 



(2 a'^x + a^) dx a^dx 



+ 



a^dx 



2 a; ya;2 — a^ Vx^ — a^ 2xVx^ — «2 

Das Integral des ersten Bestandteils erhält man, indem man 
eine gleichseitige Hyperbel MNO herstellt (Fig. 14), deren 
Halbmesser NQ= a ist. Wenn QP = x, so wird d\A ¥\&.'i^^ 
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QMN = Integral ^ 



a^dx 



Vx^ — a2 



Es bleibt also nur übrig, das Integral von a^dx:2xyx^ — a^ 
zvL bilden. Um dies zu leisten, sei 

a;2 — a2 == 
= x^ — 2mx + m*. 

Dann wird 




x 



dx = 



Fig. 14. 
and die ganze Qröße 



2m ' 

m'^dm — a^dm 
2m2 ' 

m2 — d^ 



Vx^ — a2 = 



2m 



a^dx 



a^dm 



2xVx^—a^ a^ + rn^ 

Wenn man also eine Enrve herstellt, deren Abszisse = m, und 
deren Ordinate z = a^:[a^-\- m^] , so wird ihre Fläche = 
dem Integral von a^dm : (a^ + m^) oder xdm sein. Um daher 
diese Fläche za erhalten, suche man ihr Komplement NOR = 
Integral voni*) 



(«2 — ax)dx . a^dz 
mdx = - = \ —=^= 

Vax — »2 Vax — x^ 



+ 



(-J-a2 — ax)dx 
V ax — «2 



Das Integral des ersten Bestandteils ist das Vierfache eines Kreis- 
sektors, dessen Kreis den Durchmesser a hat, und dessen Ab- 
szisse = X ist. Das Integral des zweiten Bestandteils ist aber 

^aV ax — x^, mithin das Integral von xdm selbst 

= mx — vierfacher Sektor — ^aVax — x^. 

Es wird daher die konchoidische Fläche gleich einer hyper- 
bolischen, einer geradlinigen und einer Kreisfläche. 



NB. Das Integral von a^dx: 2xyx^ — a^ läßt sich auf 
andere Weise so erhalten. Es sei x = a^:n. Dann wird 
dx = — d^dn: w^, Vx^ — »2 = aVa^ — n^:n und daher 
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a^dx 



a^dn 



Das Int^al hiervon erhält man, indem man einen Kreis- 
qnadranten TBW herstellt (Fig. 15) nnd SR=^n=^ a^:x 





Fig. 15. 



Fig. 16. 



abschneidet. Dann wird, wegen des Zeichens — , der Sektor 

TRV das Integral der Größe a^dx : 2xVx^ — «2 und daher 
die konchoidische Fläche 

= der Hyperbelfläche QMN (Fig. 14) + Sektor TRV (Fig. 15). 

III. Gegeben ist die Kurve A G (Fig. 16), deren Natur [wenn 
AB=Xy BC^=y gesetzt wird] a^x^y^ — x^=:a^y^ ist. Gesucht 
wird die Fläche ABC, Es sei y = x^:m. Dann verwandelt 
sich die Gleichung in folgende a^m — m^x^ = a^. Daher wird 



X = -^ und y = —^ '— 



m 



m* 



mithin 



dx = 



a^dm 



admy [a^m — a^) 



m' 



und 



ydx = 



3my{ahn — «3)2 
a^dm (a^m — a^)dm a^dm 2ä^dm 



3 m* 



w 



m^ 



3m4 



Die Integrale hiervon, die — a® : 4w* -[- 2a* : 9m3 lauten, 
geben die gesuchte Fläche, oder wenn man den Wert m = 
= a;2 : f/ einsetzt, so erhält man die Fläche 
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ABC = 






was verlangt war. 



Vierte Vorlesung. 
Quadratur verscUedener Kurven. 

VII. Die Quadratur der krummlinigen Fläche ABC oder 
ABD zu finden, deren Natur [wenn man AB = x, BC oder 

BD = y setzt] x^-^-y^ = 

= axy ist. Dies läßt sich 

iT auf zweifache Art lösen. 

Erste Art. Es sei 2/ = 
= ax^:m'^. Dann reduziert 
sich die vorgelegte Glei- 
chung auf m® ^ a^x^ == 
= a^m^\ mithin ist x^ = 
= {a^m^ — m^): a^ und 




Fig. 17. 



ydx = 



x'^dx = 
4:a^m^dm ßm^dm 

Wenn man dies mit a : m^ 
multipliziert, ergibt sich 

4:a^mdm ßm^dm 



3a2 3a2 

Das Integral hiervon (fa^m^ — 4^^) • ^^ ^^* daher gleich der 
gesuchten Fläche, oder wenn man den Wert von m einsetzt, 
so erhält man 

2 ax^ 1 x^ 

Wenn demnach x = y = ^a ist, d. h. der Paukt D nach E 
fällt, so wird die Fläche ADB = ^a'^ sein. Nimmt man 
hiervon das Dreieck ABE = ^a^ fort, so bleibt die Fläche 
AED = -:^a^ übrig oder die ganze Fläche ACEDA = ^a^. 
Auf folgende Weise kann dasselbe Hesultat auch anders 
gefunden werden. Setzt man y = mx^ : a^, so verwandelt sich 



Die erste Integralreclinang. 25 

die die Natnr [der Fläche] ausdrückende Gleichnng in eine 
andere : 

nnd es ist daher x^ = (a^m — a^) : m^ und 

„, — 2a^mdm -{-Sa^dm 

X^dX = :r : ? 

mithin 

mx^dx 2a^dm , a^dm 

Man bilde nun die Integi*ale. Dann wird 

-= — r = der kmmmlinigen Fläche. 

Setzt man den Wert von m ein, so erhält man 

2(zx^ x^ 

^ -f^ = der Fläche AB C. 

Zweite Art. Man verwandle die Gleichung der Kurve in 
eine andere, in der die Buchstaben die Helation von AF zu 
FC ausdrücken, wobei die Achse die Halbierende AE des 
rechten Winkels JAB ist. Es sei also AF = s, FC == t 
Dann wird wegen OB = BL^ weil 

Wink. CLB = Wink. FAB = 45 Grad 

und daher Dreieck GBL gleichschenklig, 

« = (a: + 2/)yi nnd t=[x-^y)y\. 

Durch die erste Gleichung findet man a; = s V2 — y. Setzt 
man den Wert in die Gleichung x^ -\-y^ = axy ein, so kommt 
heraus 

2s^y2 — ^s^y + 3sy'^V2 — asy V2 + ay'^ = 0. 

Weil aber ^ = (a; — ^) V^ ist, wird 

y = x — ii2=8y2 — y'-i\2 
und daher 

Nun setze man diesen Wert von y in die gefundene Glei- 
chung ein, d. h. 
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-6^22/ = — 6s3l/|+6s2^yf, 

— asy V2 = — as^ + ast 

ay^ = -^as^ — ast + ^at^ 

Es wird also sein 

^, a«2 — s3V2 



3Ä}/2 + a 



/ — — o I / ** ~"~ s Y d 



8V2 + a 

Jetzt sei a — sV2 = m\ Dann wird s = (a — w^) : V2, 

(^s = — m^mV 2^ s ya—sV2 = {am — m») : >^2, "KSsVe + a 
= y4a — 3 w2 und daher 



, s Va — sV2ds (— am2 + m^)dm 

~ y 3sV2 + a ~ y ^ct — ^rri^ 
Das Integral hierron wird daher 



= — 3ljV4am« — 3m» = — ^m3V4a— 3^2, 
oder wenn man den Wert von m einsetzt, so erhält man 

'-■^'V[a — sy2)^ya + 3sy2 = 

der Flache AFÖ oder vielmehr EFG. Setzt man nämlich 
AF=s = 0, so daß die Fläche ÄFG Null wird, so findet 
man trotzdem für die zu quadrierende Fläche — iV^^- ^^^^ 
zeigt deutlich, daß die Fläche EFG gemeint ist, wie wir denn 
auch oben gefunden haben, daß EGA = i^a2 ist. Nebenbei 
ist hier zu bemerken, daß bei der Annahme AO = ^AE^ 

d. h. s = — i^y^, 

^ = — I a Kfä : yÖa = oo 

wird, d. h. daß OH eine Asymptote der vorliegenden Kurve 
DAK ist. Beachtenswert ist auch, daß die Fläche EGA gleich 

der Fläche KAOH ist. Setzt man nämlich s = — ^aV^^ so 
kommt heraus 
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und es muß daher die positive Fläche EGA der negativen 

Fläche KäGH gleich sein. Wenn ÄF = aVJ ist, wird FC 

die größte der Ordi- 

naten^^). 

YIII. Gegeben ist die 
Kutve EOg (Fig. 18), 
ÄC=2ay ÄF=x, 
FO = y, Die Natur 
derselben wird durch 
folgende Gleichung aus- 
gedrückt: 

1 a2 



2 V2ax — «2 
«2 




F f 



y4:a^j^x^ 



Fig. 18. 



Man sucht die Fläche DÄFGE. Dies wird so gemacht. 
Es ist 

1 a^dx x^dx 

2 yj^x — x^ y 4^2 — a;2 

Hiervon müssen also die Integrale gefunden werden. Ihre 

Differenz wird dann die gesuchte Fläche DÄFOE liefern. 

Jene Integrale werden 

aber auf folgende Weise /_ 

gefunden. f< 

Man konstruiere 
den Halbkreis HLO 
(Fig. 19), dessen Durch- 
messer HO gleich der 
Strecke ÄChtj und man 
msL6heHM=ÄF. Zieht /y 
man die Senkrechte ML^ 
so wird der Sektor HNL 

gleich dem Integral von ^ä^dx:V2ax — x^ sein. Trägt man 
aber HJ und JK gleich HM ab, so werden die beiden 
Kreissegmente HJ und JK zusammen gleich dem Integral 

des andern Gliedes x'^dx:V4ca'^ — x^ sein, weil nämlich jedes 




i 
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die Hälfte des Integrals von x^dx:y4cä^ — x^ ist. Daher 
wird die gesachte Fläche DAFOE (Fig. 18) gleich dem 
Sektor LNH sein, vennindert um die beiden Segmente HJ^ 
JK (Fig. 19), d. h. gleich der gemischtlinigen Fläche LNHJK 
oder, wenn K mit L zusammenfällt, gleich der geradlinigen 
Fläche LNHJL, Daß dies aber möglich ist, liegt auf der 
Hand. Es kann nämlich das Verhältnis HM zn ML kleiner 
gewählt werden als jedes Verhältnis, in welchem Falle der 
Punkt K diesseits von L fallen wird ; und wenn man HM = 
HN nimmt, wird K jenseits von L fallen. Daher muß K 
irgendeinmal mit L zusammenfallen. Da aber K nur einmid 
mit L zusammenfällt, so wird unter allen Flächen DAFOE 
(Fig. 18) nur eine sein, die die Quadratur zuläßt; sonst er- 
hielte man, wenn K nicht nach L fällt, die Quadratur des 
Segmentes KL, Das läßt sich aber noch nicht und vielleicht 
niemals machen. Daher hat Herr Tschirnhaus^^) zu Unrecht 
behauptet, daß die geometrischen Flächen entweder keine Qua- 
dratur oder unendlich viele zulassen. Wir haben nämlich bei 
der vorgelegten Kurve, die eine geometrische ist, gesehen, daß 
nur eine Fläche quadrierbar ist. 



Siebente Vorlesung. 
Wie ein gefundenes Integral vervollständigt wird. 

Das wenige, was hier über die Auffindung der Integrale 
gesagt worden ist, möge genfigen. Es ist indessen zu beachten, 
daß ein vorgelegtes Differential unendlich viele Integrale hat, 
je nachdem irgendeinem Integral eine konstante Größe hinzu- 
gefügt oder davon abgezogen wird. Daher kommt es, daß das 
Integral, welches man mit Hilfe der Regeln findet, nicht immer 
der gestellten Forderung genügt, daß man vielmehr zuvor eine 
gewisse Größe dem gefundenen Integral hinzufügen oder von 
ihm abziehen muß, um zu dem gewünschten Ziele zu gelangen. 
Da es aber nicht sogleich bekannt wird, welches jene Größe 
ist, die addiert oder subtrahiert werden muß, so wird es der 
Mühe wert sein, eine Regel anzugeben, durch die man dies 
wissen kann. Es ist die folgende. 

Man muß die Fläche, für die man das Integral gefunden 
hat, gleich Null annehmen. Wenn alsdann das Integral, das 
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aus dieser Annahme hervorgeht, ebenfalls gleich Null ist, so 
wird dies ein Zeichen sein, daß bei allen andern Integralen 
nichts weder zu addieren, noch zu subtrahieren ist. Wenn 
jedoch auf Orund jener Annahme das Integral noch immer 
eine positive Größe bleibt, so ist eben diese Größe von allen 
andern Integralen abzuziehen. Wenn es eine negative Größe 
bleibt, so muß diese bei den übrigen Integralen hinzugefügt 
werden. 



Achte Vorlesung. 
Über die umgekehrte Tangentenmethode. 

Diese Methode wird so genannt zum Unterschied von der 
direkten Tangentenmethode, durch die die Tangenten aller 
Kurven ohne Unterschied bestimmt werden, und die bereits in 
der Differentialrechnung entwickelt worden ist; man braucht 
nämlich dazu keine Integralrechnung. Die umgekehrte Tan- 
gentenmethode ist aber die, durch welche man aus gegebenen 
Eigenschaften von Tangenten oder von krummlinigen Flächen 
oder Kurven die Natur dieser findet. Wie nun die Differentiale 
aller Integrale, nicht aber die Integrale aller Differentiale er- 
halten werden können, so lassen sich zwar von allen gegebenen 
Kurven die Tangenten sehr leicht bestimmen, aber umgekehrt 
läßt sich nicht ebenso leicht, ja sogar manchmal überhaupt 
nicht, aus den Tangenten die Natur der Kurve herausfinden. 
Da bei der Methode, die Integrale zu bilden, bestimmte Regeln 
nicht angegeben werden können, durch die man zu allen Dif- 
ferentialen die Integrale fände, sondern nur diejenigen aus- 
einandergesetzt werden, die in sehr vielen, und zwar in un- 
zähligen Fällen angebracht sind, so ließe sich also auch bei 
der umgekehrten Tangentenmethode eine allgemeine Regel 
niemals geben. Daher kommt es,, daß man verschiedene Regeln 
bilden muß, je nachdem die Natur der Sache es verlangt. 
Man kann sogar sagen, daß fast jedes Beispiel seine eigene 
Regel hat, deren geeignete Fassung von dem Scharfsinn dessen 
abhängt, der die Lösung des Problems unternimmt. Es ist 
also ebenso unnötig wie unmöglich, bestimmte Regeln vor- 
zuschreiben. 

Daher werden wir die Art, solche Pio\A^m^ tasl \i^%sÄ.'^ia.^ 
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die Hälfte des Integrals von x^dx:y4ca'^ — x^ ist. Daher 
wird die gesuchte Fläche DAFOE (Fig. 18) gleich dem 
Sektor LNH sein, vermindert um die beiden Segmente HJy 
JK (Fig. 19), d. h. gleich der gemischtlinigen Fläche LNHJK 
oder, wenn K mit L zusammenfällt, gleich der geradlinigen 
Fläche LNHJL, Daß dies aber möglich ist, liegt auf der 
Hand. Es kann nämlich das Verhältnis JSM zu ML kleiner 
gewählt werden als jedes Verhältnis, in welchem Falle der 
Punkt K diesseits von L fallen wird ; und wenn man HM = 
HN nimmt, wird K jenseits von L fallen. Daher muß K 
irgendeinmal mit L zusammenfallen. Da aber K nur einmal 
mit L zusammenfällt, so wird unter allen Flächen DAFOE 
(Fig. 18) nur eine sein, die die Quadratur zuläßt; sonst er- 
hielte man, wenn K nicht nach L fällt, die Quadratur des 
Segmentes KL, Das läßt sich aber noch nicht und vielleicht 
niemals machen. Daher hat Herr Tschirnhaus^^) zu Unrecht 
behauptet, daß die geometrischen Flächen entweder keine Qua- 
dratur oder unendlich viele zulassen. Wir haben nämlich bei 
der vorgelegten Kurve, die eine geometrische ist, gesehen, daß 
nur eine Fläche quadrierbar ist. 



Siebente Vorlesung. 
Wie ein gefundenes Integral vervollständigt wird. 

Das wenige, was hier über die Auffindung der Integrale 
gesagt worden ist, möge genfigen. Es ist indessen zu beachten, 
daß ein vorgelegtes Differential unendlich viele Integrale hat, 
je nachdem irgendeinem Integral eine konstante Größe hinzu- 
gefügt oder davon abgezogen wird. Daher kommt es, daß das 
Integral, welches man mit Hilfe der Regeln findet, nicht immer 
der gestellten Forderung genügt, daß man vielmehr zuvor eine 
gewisse Größe dem gefundenen Integral hinzufügen oder von 
ihm abziehen muß, um zu dem gewünschten Ziele zu gelangen. 
Da es aber nicht sogleich bekannt wird, welches jene Größe 
ist, die addiei*t oder subtrahiert werden muß, so wii*d es der 
Mühe wert sein, eine Regel anzugeben, durch die man dies 
wissen kann. Es ist die folgende. 

Man muß die Fläche, für die man das Integral gefunden 
hat, gleich Null annehmen. Wenn alsdann das Integral, das 
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ans dieser Annahme hervorgeht, ebenfalls gleich Nnll ist, so 
wird dies ein Zeichen sein, daß bei allen andern Integralen 
nichts weder zu addieren, noch zu subtrahieren ist. Wenn 
jedoch auf Grund jener Annahme das Integral noch immer 
eine positive Größe bleibt, so ist eben diese Größe von allen 
andern Integralen abzuziehen. Wenn es eine negative Größe 
bleibt, so muß diese bei den übrigen Integralen hinzugefügt 
werden. 



Achte Vorlesung. 
Über die umgekehrte Tangentenmethode. 

Diese Methode wird so genannt zum Unterschied von der 
direkten Tangentenmethode, durch die die Tangenten aller 
Kurven ohne Unterschied bestimmt werden, und die bereits in 
der Differentialrechnung entwickelt worden ist; man braucht 
nämlich dazu keine Integralrechnung. Die umgekehrte Tan- 
gentenmethode ist aber die, durch welche man aus gegebenen 
Eigenschaften von Tangenten oder von krummlinigen Flächen 
oder Kurven die Natur dieser findet. Wie nun die Differentiale 
aller Integrale, nicht aber die Integrale aller Differentiale er- 
halten werden können, so lassen sich zwar von allen gegebenen 
Kurven die Tangenten sehr leicht bestimmen, aber umgekehrt 
läßt sich nicht ebenso leicht, ja sogar manchmal überhaupt 
nicht, aus den Tangenten die Natur der Kurve herausfinden. 
Da bei der Methode, die Integrale zu bilden, bestimmte Regeln 
nicht angegeben werden können, durch die man zu allen Dif- 
ferentialen die Integrale fände, sondern nur diejenigen aus- 
einandergesetzt werden, die in sehr vielen, und zwar in un- 
zähligen Fällen angebracht sind, so ließe sich also auch bei 
der umgekehrten Tangentenmethode eine allgemeine Regel 
niemals geben. Daher kommt es,, daß man verschiedene Regeln 
bilden muß, je nachdem die Natur der Sache es verlangt. 
Man kann sogar sagen, daß fast jedes Beispiel seine eigene 
Regel hat, deren geeignete Fassung von dem Scharfsinn dessen 
abhängt, der die Lösung des Problems unternimmt. Es ist 
also ebenso unnötig wie unmöglich, bestimmte Regeln vor- 
zuschreiben. 

Daher werden wir die Art, solche ProbUm^ tasl X^^'ssääSä^ 
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nur durch Beispiele klar machen, bei denen allen jedoch fol- 
gendes hauptsächlich zu beachten ist: 

1. Man muß ans den gemachten Angaben die Oleichnng 
zu gewinnen suchen, die in dx und dy besteht. 

2. Man muß, wenn es möglich ist, alle Größen^ in denen 
y und dy vorkommen, auf eine Seite, alle, in denen x und dx 
vorkommen, auf die andere Seite schaffen. 

3. Von den so reduzierten Größen ist, wenn möglich, das 
Integral zu nehmen. Dieses wird die Natur der Kurve anzeigen. 

Dies vorausgeschickt, werden die folgenden Beispiele so 
aufgelöst: 

I. Man fragt, welche Kurve AB das sein mag, deren Or- 




Fig. 20. 

dinate BD immer die mittlere Proportionale zwischen einer 
gegebenen Größe E und der Subtangente CD ist. 
Es sei 

E= aj AD = x, DB = y. 

Dann wird nach Voraussetzung CD = y^:a sein. Es ist aber 

dy:dx = y:lcD=^y 

Man erhält also folgende Gleichung 

y^dy 
ydx = oder adx = ydyy 

und wenn man auf beiden Seiten die Integrale nimmt, erhält 

^^^ ax = ^y^ oder 2ax = y^. 

Dies zeigt, daß die gesuchte Kurve AB eine Parabel mit dem 
Parameter 2a ist**). 
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n. Wenn jetzt die Ordinate BD die mittlere Proportionale 
ist zwischen der Snbtangente DG nnd der gegebenen Größe E^ 
vermindert nm die Abszisse ÄD, so wird die Natnr der 
Knrve AB in folgender Weise gefanden. 

Da nach Yoraassetznng 



ist, so wird sein 



Es ist aber 



Also wird sein 



{E'-ÄD):BD = BD:DO 
DG = y^\[a — x), 



dy:dx = y: IdG = — — ] 

\ a — xl 



ydx = 



y^dy 
a — X 



und, wenn man die Gleichung reduziert, 

adx — xdx = ydy^ 
femer nach Bildung der Integrale 

ax — -J^ic^ = ^y^ oder 2ax — x^ = y\ 

Hieraus geht hervor, daß die Kurve AB ein Kreis ist, 
dessen Durchmesser dem doppelten E gleichkommt. 

UI. Es wird die Natur 
der Kurve gesucht, die 
folgende Eigenschaft be- 
sitzt. Das Quadrat der 
Ordinate 5(7 ist tiberall 
die mittlere Proportionale 
zwischen dem Quadrat der 
gegebenen Größe E und 
der krummlinigen Fläche 
ABa 

Es sei 

AB=x^ BO=y, E=a. 

Nach Voraussetzung ist also 

die Fläche ABC = y^:a^, 
mithin ihr Differential 
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a2 



ydx. 



Nach Redaktion der Gleichnng wird 

4cy^dy = a^dx. 

Wenn man hiervon die Integi'ale nimmt, so erhält man 

^2/3 = a'^x oder y^ = \a^x. 

Daher ist die gesuchte Knrve eine kubische Parabel erster 
Art^^) mit dem Parameter aY\* 

Neunte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Auf diese Weise findet man die Natur aUer Kurven ans 
gegebenen Eigenschaften der Tangenten oder der Flächen. 
Es kommen aber manchmal Fälle vor, wo die Integrale, nach- 
dem die Gleichung auf der einen Seite auf x und dx und auf 
der andern Seite auf y und dy reduziert ist, entweder unendUch 
sind oder sich überhaupt nicht bilden lassen, während nichts- 
destoweniger die gesuchte Kurve eine geometrische sein mag, 
so daß man also nichts schließen kann. Bei diesen und andern 
solchen Gelegenheiten muß man daher auf andere Hilfsmittel 
zurückgreifen. Eines davon wird sein, daß man die Integrale 
aus Größen sucht, in denen x^ t/, dx und dy gemischt auf- 
treten. Ein anderes Hilfsmittel aber ist, daß zwar die mit x 
und dx behafteten Größen von den mit y und dy behafteten 
getrennt sind, daß man aber, wenn die Integrale aus ihnen 
sich nicht nehmen lassen, zwei Flächen bildet, von denen die 
Natur der einen durch die mit x behafteten, die der andern 
durch die mit y behafteten ausgedrückt wird. Läßt sich dann 
eine Beziehung zwischen jenen beiden Flächen finden, d. h. 
läßt sich ein Teil der einen erhalten, der einem Teil der 
andern gleich ist, so ist dies ein Zeichen, daß die gesuchte 
Kurve eine geometrische ist, und ihre Natur gefunden werden 
kann. Wenn sich dagegen die eine Fläche der andern nicht 
gleichmachen läßt, so wird die gesuchte Kurve zur Klasse der 
mechanischen i^) gehören. 

Bevor das erste Verfahren auseinandergesetzt wird, nämlich 
die Integrale von Größen zu bilden, die aus beiden Arten von 
Unbestimmten gemischt sind, müssen wir zuerst die Entstehung 
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solcher Differentiale betrachten, damit man nm so besser in 
umgekehrtem Sinne zur Kenntnis der Integrale gelangt und 
sich davon eine allgemeine Idee bildet, die zur Natur der 
gesuchten Kurve führt Es ist aus der Differentialrechnung 
bekannt, daß die Größen, die wie wir hier angeben werden, die 
nebenstehenden Differentiale haben*), z. B. 

die Größe y : x das Differential (xdy — yda^ : «^^ 
„ „ y^:x „ „ (2xydy-'y^dx):x^j 

„ „ y^:x „ „ {3xy^dy'-y^dx):x^j 

die Größe y^:x das Differential (aa;^*~^ (^2/ — y^dx):x^. 

Hieraus folgt umgekehrt, daß man, wenn ein Differential 
axdy — ydx gleich Null ist, zur Au^dnng seines Integrals 
mit y^^^ix^ multiplizieren muß. Dann wird nämlich die ent- 
stehende Größe auch gleich Null sein, d. h. 



axdy — ydx = = [axdy — ydx) 



y 



- 1 



x^ 



Das Integral hiervon, welches nach der Bildungsweise y^:x 
ist, muß daher gleich irgendeiner konstanten Größe sein, weil 
das Differential gleich Null ist. Das wird also das Integral von 

axdy — ydx = 
sein, d. h. 

^- = einer konstanten Größe b. 

X 

Nach diesen Vorbereitungen werden die nachstehenden 
Probleme auf folgende Weise 
leicht gelöst. 

I. Man fragt, welche Kurve 
AB das sein mag, deren Sub- 
tangente CD der doppelten 
Abszisse AG gleich ist. Es sei 
AG=x^ BG = y. Dann 
wird nach Voraussetzung 

2x:y = dx'.dy 

*) Allgemein gilt folgende Bemerkung. So oft man mehrere 
Differentiale hat, die durch ihre] zugehörigen Integrale dividiert 
und zusammen gleich Null sind, wird das Produkt aller Integrale, 
jedes zu der Potenz erhoben, die seinem Koeffizienten gleich ist, 
gleich einer konstanten Größe sein. Es sei z.B. adxix -{- bdyiy 
+ cdxix-^- usw. = 0. Dann, behaupte ich, wird a3«tj*%? t3ä^«=- 
irgendeiner konstanten Größe sein. 

Ostwälds muBiker. 19 L ^ 
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sein und daher 

ydx = 2xdy. 

Wenn wir dies nach der ersten Regel finden wollten, so 
wäre die Gleichung auf folgende zn reduzieren 

dx 2dy 
X y 

Da aber das Integral von beiden gleich Unendlich ist^^], so 
erhält man hieraus die Natur der Kurve nicht. Daher muß 
daa. Problem nach diesem zweite Verfahren gelöst werden: 
ydx = 2xdyj also 

2xdy — ydx = = (2xdy — ydx) -^ • 

Das Integral hiervon, das nach dem Obigen gleich y^ : x ist^ 
muß irgend einer Größe gleichgesetzt werden. Es sei also 
y^:x = b. Dann hat man 

y^ = bx. 

Hieraus folgt, daß die gesuchte Kurve AB eine Parabel ist, 
deren Parameter einer beliebig gewählten Größe b gleichkommt. 

IL Es sei jetzt die Subtangente DG = 3 AG, Dann wird 
nach Voraussetzung 

Sx : y = dx : dy 
sein, mithin 

ydx = Sxdy 
und 

Sxdy — ydx = = [Sxdy — ydx) ^ • 

Das Integral hiervon ist aber nach dem Obigen y^ : et. Es 
wird' also sein y^:x = b^ oder 

Das ist die Gleichung einer kubischen Parabel erster Art, deren 
Parameter gleich b. 

JJI. Es sei allgemein DG = a * AG. Dann wird sein 

axiy =^ dx: dy, 
mithin 

ydx = axdy 
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und 



axdy — ydx ^ = (axdy — ydx) 



y 



a-l 



X' 




Fig. 23. 



Das Integral hiervon ist y^ : x und daher y^:x == b^^^ oder 

was eine Knrve aus der Gattung der parabolischen bedeutet. 

IV. Es ist die Natur der Kurve AB zu bestimmen, die so 
beschaffen ist, daß die 
Fläche ÄGB = s immer 
ein Drittel des umbeschrie- 
benen Rechtecks ADBG 
ist. Nach Voraussetzung 
ist 

3s = xy^ 

mithin 

3c?s, d. h. ^ydx = 
= xdy + ydx 
und 

X 

2ydx — xdy = = {2ydx — xdy) — ^ • 

Das Integral hiervon, das x^ : y lautet, wird also gleich b zu 
setzen sein oder 

x^ = by. 

Dies zeigt uns, daß die Kurve wieder eine Parabel ist. 

Es kommt manchmal vor, daß die sich ergebende Gleichung 
in x^ t/, dx und dy nicht bloß aus zwei Gliedern besteht, wie 
in den bisher beigebrachten Beispielen. Man muß sie daher 
durch eine Umänderung und Ersetzung der Buchstaben, wenn 
es möglich ist, auf eine zweigliedrige Gleichung reduzieren. 
Wenn man mit dieser in der gewohnten Weise verfährt, wird man 
zu der Gleichung gelangen, die die Natur der Kurve ausdrückt. 
In ihr sind die umgeänderten Buchstaben wieder einzusetzen. 

V. AB (Fig. 24) ist die gesuchte Kurve, AG=x, GB = y, 
E= einer Konstanten a. Die Subtangente jD(7 ist tiberall gleich 
{2ax 4- ^^) * (ö^ + ^)« Man soll die Natur der Kurve ermitteln. 
Nach Voraussetzung ist 

2ax + x^ 

:y =z dx: dy^ 



a-\-x 



^* 
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mithin 



und 



also 



ydx = 



2uxdy + x'^dy 
a-\-x 



2axdy + x^dy = aydx + xydx. 

Man setze jetzt 

2ax + ic^ = x^. 

Dann wird wegen dieser 
Einsetzung 

adx + xdx = xdx 

sein. Setzt man also in 
der gefundenen Gleichung 
beiderseits den Wert von 
X und dx ein, so verwan- 
delt sie sich in folgende: 

xdy = ydx^ 




Fig. 24. 



xdy — ydx = = (xdy — ydx) —^ • 



Davon lautet das Integral ^/ : ^, was also gleich a : 6 gesetzt 
wird oder 

hy = ax und b^y^ = a^x^. 

Wenn man den Wert x'^ = 2aX"^x^ wieder einsetzt, findet 
man 

b^y^=2a^x-{'a^x^, 

die Qleicbnng für die Hyperbel. 



Zehnte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Bisher haben wir solche Beispiele angeführt, bei denen 
die Gleichung auf Null zu reduzieren und dann nach dem an- 
gegebenen Verfahren das Integral aus ihr zu nehmen ist, welches 
die Natur der Kurven gezeigt hat. Jetzt werden wir einige 
angeben, bei denen sich das Integral nicht finden ließe, wenn 
man die Gleichung auf Null reduzierte. Daher muß man die 
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Gleicliuiig so auf beide Seiten verteilen, daß sich von beiden 
zugleich das Integral erhalten läßt, was ebenfalls die Natnr 
der Kurve erkennen läßt. 



VI. Man soll finden, wie beschaffen die Kurve AC sein 
muß, damit E^:BG^ = 

G' 
E 



=zBG\DA ist. 

Es sei AB = aj, 
BG=y^ E=a, Nach 
Voraussetzung ist 

DA = y^: a2, 

mithin 

y9 + a^x 



DB = 



Es ist aber 



a' 




dx:dy = DB:BG= -^--^ : y, 



tt' 



folglich 



y^dy + cfixdy 



^ ydx 



und 
oder 



y^dy 4- o!^xdy = a'^ydx 

y'^dy = a^ydx — a^xdy. 

Damit sich nun auf beiden Seiten das Integral bilden läßt, 
teile ich beides durch y^. Dann ergibt sich 

ydy = (a^ydx — a^xdy) : «/^, 

wovon die Integrale lauten 

~- w2 = — oder y^ = 2a^x. 
2 ^ y ^ 

Daher ist die vorliegende Kurve eine kubische Parabel erster 
Art, deren Parameter gleich aV2, 

VII. Die Natur der Kurve ^C zu finden, die so beschaffen 
ist, daß die Subtangente 

2axy — Soj^ 



BD = 



ay + 3a;2 
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Nach Yoransaetzang ist 

2axy — 3x' 
ay + 3x^ 



:y z=z dx : dy. 



Man findet durch Redaktion der Oleichnng 

Sx^ydx + Sx^dy = 
==2 axydy — ay^dx . 

Durch Division mit x^ erhält 
man 

dydx + 3xdy = 
(2 axydy — ay^dx) : «2. 

Nimmt man die Integrale, so 
wird sein 




3xy = 



ay^ 

X 



oder 3a;2 ^ ai/, 
was eine Parabel anzeigt. 

Wir müssen jetzt ein anderes Verfahren darlegen, das, so 
oft die Oleichnng sich so anordnen läßt, daß x und dx von 
den Buchstaben y und dy getrennt sind, ganz allgemein ist, 
sowohl für mechanische als für geometrische Kurven. Dieses 
Verfahren besteht aber darin, daß die mit dx behafteten Größen, 
wenn sie linear sind, zur zweiten Dimension erhoben und, wenn 
sie kubisch öder von höherer Dimension sind, zu jener herab- 
gedrückt werden; in derselben Weise muß man es mit den 
Größen machen, die mit dy behaftet sind. Jene Erhebung oder 
Herabdrückung geschieht aber durch Multiplikation oder Division 
mit einer gewissen konstanten Größe a, a\ a^ usw. und nicht 
mit irgend einer Unbestimmten. Sonst würde die Sache nicht 
gehen. Die Differentiale dieser flächenhaften Größen werden 
daher Linien sein, die mit dx und dy multipliziert sind und 
dann wegen der so gefundenen Gleichung einander gleich sein 
müssen. Wenn man also jene Linien an ihre zugehörigen dx 
und dy als Ordinaten ansetzt, so werden dadurch zwei Kurven 
gebildet, deren Flächen gleich sein werden, weil deren Diffe- 
rentiale gleich sind. Nimmt man daher zu einem Teil der 
einen Fläche, die über y gebildet ist, einen gleichen Teil der 
andern Fläche, die über x liegt, und verlängert die Enden 
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jener Teile, so wird der gemeinsame Schnitt ein Punkt anf 
der gesachten Kurve sein. 

I. Nehmen wir ein schon oben angefüihrtes Beispiel wieder 
vor, nftmlich folgendes. 
Es wird die Natur der 
Kurve A G gesucht, bei 
der die Subtangente 
BB ==2 AB ist. 

Es sei AB = «, 
BG = y. Nach Vor- 
aussetzung wird sein 



2x 

y 



mithin 



2dy 

y 



dx 
dx 

» ■ ■ ■ I 

x 




Hiervon lassen sich 

aber die Integrale nicht 

finden, oder sie sind vielmehr unendlich ^^). Ich multipliziere 

daher, damit die zweite Dimension hineinkommt, die Differentiale 

mit a^. Dann wird sich also ergeben 

2a^dy a^dx 



y 



X 



Um hierdurch die Natur der gesuchten Kurve AG zm finden, 
verlängere man BA und ziehe durch A die Senkrechte EF^ 
so daß die Unbegrenzte AE alle Ordinaten BG darstellt, d. h. 
AQ ist gleich BG, Man emchte nun im Punkte G die Senk- 
rechte OH = 2a2 : t/ und mache dasselbe in allen andern Punk- 
ten; dadurch wird dann eine hyperbolische Kurve JKH erzeugt 
werden, deren Asymptoten -4-D, A O sind, und deren Halbachse 
' AK=2a ist. Ebenso hat man in B die Senkrechte BL = a^ : a; 
zu ziehen und dasselbe in allen andern Punkten zu machen; 
die dadurch entstehende Kurve NHL wird ebenfalls eine Hy- 
perbel sein, deren Asymptoten AF^ AB sind, und deren Halb- 
achse AM= aV2 ist. Weil nun 



2a^dy 

y 



, d. h. das Differential der jHyperbelfläche JKH 
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gleich ist 

aP-dx 



, d. h. dem Differential der Hyperbelfläche NML, 



X 

so werden änch 

alle Differentiale, d. h. die Hyperbelfläche KO 

gleich sein 

allen Differentialen, d. h. der Fläche MB. 

Es bleibt daher zur Bestimmung der Natur der Kurve AG 
nur übrig, zu der Hyperbelfläche KO die andere MB zu 
wählen, die ihr gleich ist. Dann wird nämlich bei Verlängerung 
von LBj HO der Treffpunkt G auf der gesuchten Kurve liegen. 
— — — Es läßt sich aber zu einer gegebenen Hyperbel- 
fläche, die zwischen Asymptote und Ordinaten enthalten ist, eine 
andere ihr gleiche finden, und zwar muß man im vorliegenden 
Falle 

ÄO^ _ÄP 

ÄG^~ AB 
machen. Dann wird 

die Fläche iTÖ = der Fläche MB 

seini®). Weil aber 

AP _A0^ _PS^ 
AB~ AG^^ BG^' 

ist die Kurve ASG offenbar eine Parabel. 

Auf dieselbe Weise findet man, wenn DB = SAB ist, daß 

PS^ _ AP 
BG^ ~ AB' 

mithin ASG eine kubische Parabel ist. In gleicher Weise 
findet man bei jeder Festsetzung des Verhältnisses von DB 
zu AB immer die Natur der Kurve ASG, 

II. Man sucht die Natur der Kurve BDG, deren Sub- 
tangente immer gleich der Konstanten a ist. Nach Voraus- 
setzung ist 

dy : dx = y :aj 
mithin 

ady 



ydx == ady und dx = 



y 
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Multipliziert man beiderseits mit a, so erhält man 

aax =i • 

y 

Um also die Kurve zu konstruieren, ziehe man unbegrenzt die 
Normalen BJ^ LH und bei allen ÄB^ AN, AO usw., die den 
y gleich sind, setze man 
KB^ NE, OF usw. gleich 
a^ :y an ; dann entsteht 
die Hyperbel KEF, deren 
Asymptoten AO, AL sind; 
femer setze man bei AG, 
AH usw. ÖP, HQ usw. 
gleich a an; dann wird 
JPQ eine Gerade parallel 
zu AH Nimmt man daher 
die Hyperbelfläche KN 
gleich dem Rechteck AP 
und KO gleich AQ, so wer- 
den die Treffpunkte D, G 
usw. auf der gesuchten 
Kurve liegen. Wenn also Fig. 28. 

AG, AH usw. arithmetische 

Proportionalen sind, so werden AB, AN, AO usw. geometrische 
Proportionalen sein, weil die Flächen KN, EO usw. gleich 
sein müssen. Daher ist die Kurve BD C eine logarithmische 20), 




•Elfte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Die Probleme, die wir bisher vorgebracht haben, wurden 
gelöst durch Ausziehung von Integralen aus den zu Anfang 
eingeführten Buchstaben selbst. Jetzt folgen einige, bei denen 
man, bevor die Integrale genommen werden können, eine Sub- 
stitution der Buchstaben anwenden muß, und zwar eine solche, 
die sich dem betreffenden Problem anpaßt; denn eine bestimmte 
Regel läßt sich hierfür nicht angeben. Man hat jedoch gewisse 
allgemeine Regeln für die Trennung der Unbestimmten mittels 
einer Substitution. 

So lassen sich alle Differentialgleichungen, wo kein kon- 
stanter Buchstabe zur Vervollständigung der Homogeneität auf- 
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tritt 2^), auf andere, separierbare reduzieren, indem man für x 
einsetzt xy^ für dx also xdy 4- ydx oder umgekehrt für y 
einsetzt xx^ fflr dy also xdx-^-xdx. 

Ebenso lassen sich alle Differentialgleichungen, wo die Un- 
bestimmten X und y die erste Dimension nicht überschreiten ^^), 
auf separierbare reduzieren, indem man alle Größen, mit denen 
dx behaftet ist, gleich x setzt. Nachdem diese Einsetzung ge- 
schehen ist, muß man noch alles, womit dy behaftet ist, einem 
andern Buchstaben t gleichsetzen, bis man endlich zu einer 
Gleichung gelangt, in der man keinen konstanten Buchstaben 
findet, die also wieder eine homogene ist. Diese letzte Gleichung 
wird schließlich in der vorhin angegebenen Weise in eine se- 
parierbare verwandelt. 

Dasselbe kann man erreichen, indem man 

X = x-^- einer unbekannten Eonstanten 
und 

y =: t^ einer andern unbekannten Eonstanten 

setzt und nach Einführung dieser Werte in die Gleichung die 
Glieder, in denen sich die Bekannten finden, beidemal gleich 
Null setzt. Auf diese Weise erkennt man nämlich, was für 
die unbekannten Eonstanten zu nehmen ist, damit jene Glieder 
in der Gleichung verschwinden, und eine Gleichung zum Vor- 
schein kommt, die nur aus homogenen Unbestimmten besteht, 
die also wie oben gelöst werden kann. 

Hauptsächlich muß man aber zu erreichen suchen, daß 
durch diese Substitution die Dimensionen der Buchstaben ver- 
mindert werden, oder daß mit ihrer Hilfe die Unbestimmten 
mit den gleichartigen Differentialen abgesondert werden und 
für sich auf die andere Seite gesetzt werden können. 

Das erste Beispiel, das wir geben, zeigt eine Substitution 
die die Dimensionen der Buchstaben vermindert. Das folgende 
aber zeigt die Trennung der Unbestimmten durch eine Sub- 
stitution. 

I. Man sucht die Natur der Eurve, bei welcher, wenn man 
die Abszisse = o;, die Ordinate == y setzt, die Subtangente 
= (3a;3 — 2axy) : (3x2 — ay) ist. 

Lösung. Nach Voraussetzung ist 

3a;* — 2axy 

dx:dy = -^-^ — - : y, 

öx^ — ay 
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mithin 

Sx^dy — 2axydy = Sx^ydx — ay^dx. 

Um die Dimensionen herabzudrücken, setze man 

y = mx. 
Dann wird sein 

dy = mdx + xdm. 

In der gefundenen Gleichung führe man den Wert von y und 
dy ein. Dann erhält man nach gehöriger Vereinfachung 

dx^dm — 2amxdm = am^dx. 

Jetzt setze man 

X = mn. 
Dann wird sein 

dx = mdn + ndm . 

Führt man dann in der letzten Gleichung den Wert von x 
und dx ein, so kommt heraus: 

3n^dm — dandm = amdn. 
Es sei 

a2 
w = — 
r 

Dann wird 

a'^dr 



dn =^ — 



r2 

Die gefundene Gleichung reduziert sich also auf folgende: 

Sadm — 3rdm = — mdr. 
Es sei 

r — a = ^. 

Dann wird dr = dt^ und man erhält diese Gleichung: 

didm = mdt oder 3/c?m — mdt = = {Stdm — mdt) — 

[damit man nach dem oben erklärten Verfahren das Integral 
nehmen kann]. 

Das Integral hiervon, das m^ : t lautet, wird gleich einer 
konstanten Größe b sein, mithin 

m^ = bt. 

Dies ist nun die Gleichung, die die Natur der Kurve ausdrückt. 
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Um sie aber in den Buchstaben x und y zu haben, muß man 
in umgekehrter Reihenfolge für einen Buchstaben nach dem 
andern seinen Wert einsetzen, bis man schließlich zu einer 
Gleichung gelangt, in der nur x und y auftreten. Diese Ein- 
setzung vollzieht sich aber in folgender Weise: 

^3 = ö<= (wegen ^=r — a]or — öa=l wegen r= — j ha 

(X \ a^hm , 
wegen n = — 1 ha, 
ml X 

Daher hat man 

m^x = a'^bm — bax. 

Weil aber m = y :x ist, verwandelt sich die gefundene Gleichung 
in folgende: 

^ = — - — hax 
x^ X 

oder nach Vereinfachung 

y^ + bax^ = a^byx. 

Damit die Gleichung fiberall gleiche Dimensionen hat, sei der 
konstante und beliebig angenommene Buchstabe ^^) b = 1 : a. 
Dann kommt heraus 

y^ -{-x^ = ayx. 

Diese Gleichung drückt die Natur jener Kurve aus, von der 
wir oben [Seite 24] die Quadratur gefunden haben. 

II. Das zweite Beispiel, das wir hier geben, wurde Herrn 
Deseartes von Herrn de Beatme vorgelegt. Die Lösung kommt 
in Deseartes^ Werken nicht vor. Er sagt aber in dem Brief- 
wechsel*, daß er sie gefunden habe. Es wird uns daher nicht 
reuen, die Lösung, nach unserer Methode, hierher zu setzen, 
zumal es beim ersten Anblick so scheint, als ließe sich das 
Problem nach dieser Methode (wegen der Untrennbarkeit der 
Unbestimmten] unmöglich lösen. Man wird aber sehen, daß 
sich die Unbestimmten nach einer ganz geringfügigen Sub- 
stitution leicht voneinander ti'ennen lassen, und deshalb das 
Problem vollständig gelöst werden kann, jedoch unter Voraus- 
setzung der Quadratur der Hyperbel. Denn die hier gesuchte 
Kurve ist eine mechanische. 

Das vorgelegte Problem ist aber folgendes: 



*) Bd. III, Brief 71. 
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Die Gerade ^(7 bildet einen halben rechten Winkel mit der 
Achse AD und E ist eine gegebene konstante Strecke. Man 
sncht die Natnr der Enrve AB, bei der sich die Ordinate BD 
zur Snbtangente FD verhält 
wie die gegebene Strecke E 
zu BC. 

Lösung. EsBeiAD=x, 
DB=y, E=a, Dann wird 
nach Voraussetzung 

dy a 

dx y — X 

sein, mithin 

adx = ydy — xdy. 

Aus dieser Gleichung 
müßte man also die Natur 

der Kurve finden, entweder, indem man die Integrale nimmt oder 
indem man y mit dy auf die eine, x mit dx aber auf die andere 
Seite bringt, damit sich alsdann zwei Flächen bilden lassen, 
durch deren Yergleichung man zu der Natur der Kurve ge- 
langt. Da aber aus der gefundenen Gleichung sich weder die 
Integrale bilden lassen, noch x und dx von y und dy ge- 
trennt werden können, so muß man die Gleichung in eine 
andere verwandeln, indem man den Wert einer der beiden Un- 
bestimmten ersetzt. Es sei also 




dann wird 



y — x = z, 

y = x^x und dy =^ dz-\' dx. 
Die gefundene Gleichung verwandelt sich daher in folgende : 

adx = xdx + xdx oder adx — zdx = xdx, 

- xdx 
dx = 

a — X 

Auf diese Weise haben wii* also die beiden Unbestimmten 
getrennt. Man multipliziere nun, um die Kurve zu kou- 
struieren, beiderseits mit a. Dann wird 

axdx 



und 



adx = 



a 
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Nachdem man ferner die Normalen QT^ NH gezogen hat 
(Fig. 30), nehme man ON = 0H= a nnd ziehe durch die 
Punkte jff, iV^ zu GT die Parallelen HV, MB, Dann 
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P 


^ 


^^ 


/r^^ss^^^^ 


/" 






G 


a 




T 



H J S V 

Fig. 30. 

mache man NR = NG^ zeichne die Senkrechte RS und kon- 
struiere zu den Asymptoten RM, RS durch den PünJ^t G die 
Hyperbel LKG. Wenn somit GO=^x, und GQ^=x ist, 

wird KO =: tcx: {a — x) sein, und 
da QJ immer gleich a iät, muß 
man zu der Hyperbelfläche KGO 
ein ihr gleiches Rechteck HQ 
nehmen und die Linien JQ, KO ver- 
längern. Dann wird der Treffpunkt 
P auf einer Kurve GPW liegen, die 
der gefundenen Gleichung adx ^=' 
^= azdx : [a — z) genügt. Um aber 
aus dieser die gesuchte Kurve AB 
zu konstruieren, braucht man nur 
r^P bis Z (Fig. 31) zu verlängern, 
so daß PZ gleich der Abszisse G Q 
ist. Dann wird der Punkt Z auf 
der gesuchten Kurve AB liegen. 
Weil nämlich PZ = GQ = x = AD (Fig. 29) und QP (Fig. 31) 
= Ä ist, wird 

QP+PZ= z + x = y = DB 

sein (Fig. 29). 




Fig. 31. 
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KoroUarl. NR {Fig. 30) ist eine Asymptote von QPW 
und OP = 5(7 (Fig. 29). Also hat auch die gesuchte Kurve 
AB eine zu AG parallele Asymptote. 

Koronar II. Die Fläche ADB ist gleich xy + ax — ^ y\ 

Zwölfte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

m. Die Natur der Kurve AB (Fig. 32) zu finden, die zu 
ihrer Tangente BT) überall in einem gegebenen Verhältnis 
steht. Dieses Problem ist un- 
bestimmt und läßt verschiedene 
Lösungen zu. Manchmal ist näm- 
lich die Kurve AB eine geometri- 
sche, manchmal eine mechanische, 
je nachdem das gegebene Verhält- 
nis zwischen der Kurve AB und 
der Tangente BT) sich ändert. 
Dies wird aus der Lösung deut- 
licher hervorgehen. 

Es sei AG = x, BC=Vf 
AB = s und das Verhältnis von AB zu DB wie a zu 1. 
Nach Voraussetzung ist 




mithin 
und 



dy:d8 = y\ -^, 



ayds = sdy 



.a— 1 



ayds — sdy = o = {ayds — sdy) — ^ 



Das Integral hiervon, das s^ : y lautet, wird gleich einer 
konstanten Größe sein. Es sei also s^:y = b. Dann wird 



sein und 



s^ = by oder s = Vby 

bdy 



ds = 



ay{by)^- 
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Damit nun die Rechnung leichter geht, sei a = 2. Dann 
hat man 

hdy 



Es ist aber 
Daher wird 



ds= _ 
2V^ 

hdy'^ 



4t/ 



= dx^ + dy^ 



und nach Tereinfachung der Gleichung 

hdy^ — 4tydy'^ = 4tydx'^ 



sein oder 

und 

dx = 



dyVh — 41/ = 2dxVy 



ydy 



dyVb — 4y bdy — ^ydy ^bdy - 

\bdy — ydy \bdy 

Y\by--y^ Viby — y^ 



Es wird daher herauskommen 



X 



= V\by-^y^ + lnt 



\bdy 



Dieses Integral erhält man aber, wenn man einen Halb- 
kreis EGH (Fig. 33) her- 
stellt, dessen Durchmesser 
EH=\b ist, und EF=:y 
macht. Dann wird der 

Bogen EG — 

\bdy 




= Int. 



y- 



Viby- 
Es ist aber auch 

FG=yiby-y^, 



Fig. 33. 



mithin AG oder x oder 
FJ = FG+GE, oder 

GE = GJ, d. h. die Kurve EJ in dieser oder AB in der 

früheren Figur ist eine Zykloide. 
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Es sei jetzt a == | . Dann wird 

_ bdy 2bdy 

ds = — ^ = 3 , 

und daher 

ds^ = dx^ + dy^ = ^3^f^ , 

Nach Vereinfachung der Gleichung findet man 



dyVAb^—dyb^y^ 
dx = j — • 

Um das Integral hiervon za erhalten, setze man by = m^. 
Dann wird dy = 3m^(2m : b, mithin 



dyV4ib^'^d}/b^ y^_ mdmy4:b^^dm^ 

^Vb^ ^ 

Das Integral hiervon ist 

Setzt man also den Wert von m ein, so kommt eine Oleichnng 
in X und y heraus, die die Natur der gesuchten Kurve aus- 
drflckt. In diesem Falle, nämlich a = ^, wird daher die 
Kurve eine geometrische sein. Ist dagegen a = 2 , so ist die 
Kurve, wie wir gesehen hahen, eine mechanische. 

Wenn wir nun die allgemeine Lösung erledigen wollen, so 
ist in derselben Weise zu verfahren, nämlich so: 

ds^ = dx^ + dy^ = -^^ 



und 



mithin 



dx^ = — — - — dy^, 

a^y(byp^-'^ 



i^^ dyVb-^-^a^^^iby)^--'- 

a}^{pyy^^ 

Ostwalds Klassiker. 194. 
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• 




Man setze 




(6y)«-l 


— m«. 






Dann wird 


a-l 










4/ 


h 


und dy = 


am^ ^dm 




y 




a-l 






\I 




[ab — 


b) Ym^'' 


-2a 


Man erhält ( 


äaher 

dx = 


m^^^^dm 










1/62- 


a^mP- 








0—1 







[ab -- b)V m^''^^ 

Diese Formel zeigt, daß die Enrve, so oft sieh das Inte- 
gral dieser Größe nehmen läßt^^), stets eine geometrische ist. 

Andernfalls wird sie eine 
mechanische sein. Denn je 
nachdem man den Buch- 
staben a wählt, wird auch 
diese Größe geändert. So ist 
es also wahr, was wir ge- 
sagt haben, daß nämlich das 
vorliegende Problem unend- 
lich viele Lösungen hat. 

IV. Die Natur der Kurve 
zu finden, die so beschaffen 
Fig. 34. ist, daß DG\BG = E\AD 

(siehe Fig. 34). 

Es sei AG == Xy GD = t/, AD == s. Nach Voraus- 
setzung ist 

-T^ = — , mithin dy = 

dx 8^ ^ s 




Um aber den Buchstaben s beseitigen zu können (was zur Be- 
stimmung der Kurven immer notwendig ist), muß man so vor- 
gehen. 

, „ aP'dx'^ 
dy^ = 



also 



ds^ =^ dx^ + dy^ = 



«2 ' 

s^dx^ + a'^dx^ 



S' 
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dxVs^ + ö^ 

ds = , 

s ' 

mithin 

sds 



dx = 



V52 + a2 
und die Integrale hiervon 



Hierans findet man 

s == ys^^^^^^^ 

und 

xdx 



ds = —=== = Vdx^ + c?2/2. 
K a;2 — a2 

Vereinfacht man die Gleichung, so findet man 

x'^dy^ — a^dy*^ = a^dx^ 

und endlich 

. adx 

dy = 



Vx^ — a2 

Dasselbe findet man anders und leichter auf folgende Weise. 
Weil s = adx : dy ist, wird 25) 

ds = Vdx^ + (ifv^ = —7 — 

and daher 

ad'^x 

Vdx^ + ci2/2 

Um auf beiden Seiten das Integral nehmen zu können, mul- 
tipliziere man beiderseits mit dx. Dann erhält man 

, , adxd^x 

dxdy = — • 

Ydx^ + dy^ 
Nimmt man die Integrale, so ergibt sich 



xdy = a Vdx^ + dy^ 
und nach Vereinfachung der Gleichung 

adx 

dy = , 

Ka;2 — «2 

wie vorher. 
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Es folgt jetzt die Konstruktion dieser Kurve. Dabei ist 

zunächst zu bemerken, daß wegen x = Vs^ •+• a^ und daher 
x^s der unveränderliche Anfang von x jenseits des Scheitels Ä 
liegt, und zwar in der Entfernung E^ da im Fall s = o ge- 
rade X = a wird. Wenn wir daher wollen, daß der Anfang 
von X im Scheitel selbst liegt, so müssen wir setzen x = x+a. 

Dann verwandelt sich die Gleichung dy = adx : Vx'^ — a^ 
in folgende 

, adx 

y2aa;+ x^ 
die wir jetzt auf dreifache Weise konstruieren werden. 
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Fig. 3ö. 

Man multipliziere die Gleichung mit a. Dann wird 

a^dx 



ady = 



y2ax + a;2 



Nun ziehe man die Normalen ÄKj GH^ die sich in B schnei- 

iden (Fig. 35), und nehme BÄ = a und beschreibe mit dem 

Scheitelt und dem Mittelpunkte die gleichseitige Hyperbel ^(7. 

Ferner konstruiere man eine Kurve DJ von solcher Art, daß 

BÄ fiberall die mittlere Proportionale zwischen KG und KD, 

d. h. daß 

a2 

KD = -= 

1/2 ax + x^ 
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ist. Dann ziehe man die Parallele AF und nehme das Recht- 
eck Ä Q gleich der Fläche HBKDJ. Verlängert man jetzt 
DK und FOf so wird der Treffpunkt E auf der gesuchten 
Kurve liegen. 

Diese Kurve läßt sich anders und leichter auf folgende 
Weise konstruieren. Man ziehe die Gerade A C und nehme 
ein der doppelten Hyperhelfläche ABC gleiches Rechteck AO. 
Dann wird nach Verlängerung von CK und FO der Punkt E 
wieder auf derselben gesuchten Kurve liegen^^). 

Koch anders läßt sie sich mittels der Rektifikation einer 
parabolischen Kurve auf folgende Weise konstruieren. Weil 

dy = adx : y2ax-\~ x^ ist, wird 

dy + ^ f^ + ^^^ (Diff. yon EK+KO= EG) 
y2ax + x^ 



2adx-{-xdx dxV2a + x 
V2ax + x^ Vx 

Man muß daher eine gewiss<6 Kurve EL suchen, deren Dif- 
ferential dxy2a'\'X: Vx ist. Dann wird EL selbst gleich 
EG sein. Diese Kurve findet man aber so. Von 

2adx^ '\' xdx*^ 

X 

nehme man dx'^ fort. Dann bleibt 2 adx^ : x. Daher ist 



Vx 
und 



dx V2a _ .^ ^- j 

= Dm. von KL^ 



dxV2a 



Int. =^- , d. h. VSaaj, 

Vx 

wird also gleich KL selbst sein. Die Kurve EL ist somit 
eine Parabel mit dem Parameter ^AE. Wenn man dieses 
BL zur Geraden ausstreckt und am Punkte G als Ordinate 
anbringt, so wird der andere Endpunkt E wieder auf der ge- 
suchten Kurve AE liegen. 

Korollar. Die Kurve BE ist gleich der Hyperbel- 
ordinate KG, Bezeichnet man nämlich BE mit s, so wird 
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ds 



cbdx + xdx 
= ^ ^ = Diff. von KG, 

y2ax -\-x^ 



Dreizehnte Vorlesung. 
Fortsetznng desselbeii Gegenstandes« 

Wir haben bei dem vorigen Problem zwei Verfahren ans- 
einandergesetzt, durch die wir zu derselben Lösung gelangten. 
Das eine war das gewöhnliche und ergab sich aus der ein- 
fachen Berechnung von Integralen. Das andere dagegen be- 
nutzte Differentiale von Differentialen. Wir wollen deshalb bei 
dieser Oelegenheit noch das eine oder das andere Beispiel 

anführen, wo sich durch die ge- 
£ wohnliche Methode die Lösung 

kaum ermöglichen läßt, sondern 
eine besondere Rechnung nötig 
ist, bei der nicht nur die Differen- 
tiale der Unbestimmten in Betracht 
gezogen werden, sondern auch die 
Differentiale der Differentiale selbst. 
Die Regeln hierfür sind aus der 
Rechnung selbst zu entnehmen. 

V. Es wird eine Kurve Ä G ge- 
geben (AB = Xi BG==y, ÄG=s, 
E= a) von solcher Beschaffenheit, 
Dabei wird angenommen, daß ds 




Fig. 36. 



daß adsd^x = dy^ ist. 

eine konstante Größe ist 27)^ d. h. d^s = 0. 

Lösung. Weil 



ist, wird 



dx = Vds^ — dy^ 
dyd^y 



d'^x = — 



sein, mithin 



adsd'^x = dy^ = — 



Vds^ — dy^ 

adsdyd^y 



r 



Vds^ — dy^ 
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oder 



Vds^ — dy^ 



Da aber anf keiner Seite das Integral genommen werden 
kann, dividiere man beiderseits dnrch dy^. Dann erhält man 
folgende Gleichung 

adsd^y 



1 = — 



dy^Yds^ — dy^ 



Von der zweiten Größe läßt sich nun zwar das Integral nach 
den in der Integralrechnung gelehrten Regeln erhalten ^^). 
Weil aber die Einheit kein Differential ist und daher kein 
Integral hat, so mu£ man beiderseits mit einem konstanten 
Differential wie ds multiplizieren und erhält auf diese Weise 

a d$^ d^y 

dy^Vds^ — dy^ 

Demnach wird das Integral von ds, das s lautet, gleich dem 
Int^ral der andern Seite 

ads^d'^y 

dy^Vds^ — dy^ 

sein, wofür man nach der vorletzten Regel in der zweiten Vor- 
lesung findet 

ads^Vds^ — dy^ aVds^ — dy^ 

ds^dy dy 

Es bildet sich daher folgende Gleichung 

aVds'^ — dy*^ 

~ dy 

oder 



sdy = aVds^ — dy'^, 
Vereinfapht man die Gleichung, so findet man 

sHy'^ + aHy'^ = aH8\ und ^^^+l^l^ = rfs2. 

Da aber ds*^ — dy*^ = dx^ ist, so wird also sein 

s^dy'^ 



a 



2 =^^^ 
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mithin 



- - , , dy a 

sau = adx. d. h. -^^ = — 

dx 8 



Dies zeigt nns, daß es sich um die Kurve handelt, deren 

Natur wir bei dem vorigen Problem 
entwickelt haben. 

F 

VI. A C (Fig. 37) ist eine Kurve 
von solcher Beschaffenheit, daß DB^ 
sich mBC^ verhält wie E zu AG. 
Gesucht wird die Natur dieser Kurve. 

Lösung. Nach Voraussetzung 
ist 

dx'^ a 

dy^ s ' 
mithin 

ady^ 




s 



und [wenn man d^x =■ annimmt ^ö)] 

• 2adyd^y 

ds = 

folglich 



dx^ 



dx'^ 

2adyd^y 
Vdx^+dy^ 



= Vdx^ + dy\ 



= dx^. 



Man nehme auf beiden Seiten die Integrale: 



2aydx^']- dy^ = xdx. 
Dann kommt nach Vereinfachung der Gleichung heraus 



dxVx^ — 4a2 = 2ady, 

Aus dieser Gleichung wird die Kurve in folgender Weise kon- 
struiert: Man ziehe die Normalen FB, AG (Fig. 38) und 
nehme BA ^=^ 2 a. Dann beschVeibe man mit dem Mittel- 
punkt A und dem Scheitel B die gleichseitige Hyperbel BD 
und ziehe AO parallel zu BF, Nimmt man das Rechteck AH 
gleich der Hyperbelfläche BDJ^ so wird der Treffpunkt E auf 
der gesuchten Kurve liegen. 
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YII. Man nehme alles wie oben an, nnd es sei 

dx*^ 8 

■ ^^2 ■ ■ ■ I • 



Fig. 38. 



Lösung. Nach Voraussetzung ist 

adx^ 




8 



dy^ 



Es wird also mutatis mutandis dieselbe Kurve sein, nur daß 
o; an die Stelle von y tritt und umgekehrt. 

VIIL AG (Fig. 39) ist 
eine Kurve von solcher Be- 
schaffenheit, daß OB sich 
zur Subtangente verhält, 
wie das Quadrat von Q zu 
der Fläche AG FD, 

Lösung. Essei^B= 
= x, BG—y^ die Fläche 
AGFD = 8, G = a = AD. 
Nach Voraussetzung ist 

dy d^ 
dx 8 

Es wird also sein 

sdy = a^dx 




Fig. 39. 
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oder 




X' 



und ihre Differentiale ^o] (wenn man d^y = annimmt) 

ady'^ — xdy'^ = a^cPx . 
Man multipliziere beiderseits mit dx. Dann erhält man 

adxdy^ — xdxdy^ = ä^dxd^x . 

Nimmt man jetzt die Integrale, so wird 

axdy^ — -|- x^dy^ = ^ a^dx^ 

2axdy^ — x^dy^ = d^dx^. 

Man findet daher 

adx 

V2ax — 

Aus dieser Gleichung 
wird die Kurve in fol- 
gender Weise konstru- 
iert. Man beschreibe 
mit dem Durchmesser ^ ^) 
ÄL (Fig. 40) = 2AD 
(Fig. 39) den Halbkreis 
AHL, ziehe die Ordi- 
nate HBG und nehme 
BG gleich dem Bogen 
AH, Dann wird der 
Punkt G auf der ge- 
suchten Kurve liegen. 
Denn das Differential 

des Bogens AH ist gleich adx:y2ax — x^ und gleich dem 
Differential von BG, 



Fig. 40. 



Vierzehnte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Alle Kurven, deren Natur wir bisher gefunden haben, 
waren entweder geometrische, d. h. solche, deren Ordinaten zu 
den Abszissen in einer durch eine algebraische Gleichung aus- 
drückbaren Beziehung stehen, oder sie waren mechanische, 
d. h. solche, deren Natur man durch eine Gleichung nur erhalten 
kann, wenn man eine gewisse Quadratur oder Rektifikation 
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einer geometrischen Knrve voraussetzt. Wenn daher diese 
Kurve, von deren Rektifikation oder Quadratur die Natur der 
andern gesuchten abhängt, selbst eine mechanische ist, so wird 
die gesuchte Kurve nicht eine einfach mechanische sein, son- 
dern einer zweiten Gattung mechanischer Kurven angehören. 
Wenn femer die erzeugende Kurve [so nenne ich die Kurve, 
von deren Quadratur oder Rektifikation die gesuchte abhängt] 
zur zweiten Gattung gehört, 
so wird die gesuchte zur 
dritten Gattung mechani- 
Bcher Kurven gehören usw. 
Es mag genügen, ein Bei- 
spiel beizufügen, wo die er- 
zeugende Kurve eine einfach 
mechanische ist oder zur 
ersten Gattung gehört^^). 

JX. AG (Fig. 41) ist 
die gesuchte Kurve, AB = x, BC=y, E=a, 
[d^x = angenommen] folgende Eigenschaft 

2ax{d^y)^—x^[d^y)^= dx^. 

Man sucht die Natur der vorliegenden Kurve. 
Lösung. Nach der gegebenen Gleichung ist 

dx^ 




Fig. 41. 



Es besteht 



^^y^^ = 2^^-^^^ 



mithin 



d^y = 



dx'^ 



y2ax — x'^ 



= dx • 



dx 



V2ax — x^ 



Man multipliziere beiderseits 
mit a. Dann wird 



ad^y = dx 



adx 



y2ax — x^ 




Fig. 42. 



Das Integral der linken Seite 
hat man. Das der rechten 
Seite aber hängt von der Rek- 
tifikation der Kreislinie ab. 
Um es zu konstruieren, mache 

man einen Halbkreis D-PG^ mit dem Durchmesser DG = 2-E7 
(Fig. 42) und schneide DH=x ab. Dann wird 
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der Bogen DF = Integr. 



adx 



V2ax — x^ 




Fig. 43. 



Es sei also Bogen DF = 8. Dann wird, da 

Integr. acPy = ady 

ist, 

ady = sdx 

sein. Die gesuchte 
Kurve läßt sich dem- 
nach so konstruieren. 
Man ziehe die Senk- 
rechten JKj LN 
(Fig. 43) und nehme 
JL = a. Durch L 
ziehe man die Parallele 
LQ und setze an 
JNz=zx als Ordinate 
die Strecke NM = s 
an. Es wird dadurch 
zunächst die Kurve 
JM erzeugt, die bei dem vorigen Problem entwickelt wurde 
und eine mechanische ist. Nimmt man also das Rechteck LP 

gleich der Fläche JMN^ so 
wird der Treffpunkt auf der 
gesuchten Kurve JO liegen. 

X. Gegeben ist die Kurve 
ÄE. Man sucht die Natur einer 
andern AG^ so daß die Senk- 
rechte DG gleich der Ordinate 
DE ist. 

Es ^t\ ÄB = x^ BG=y^ 
AD = m, DE = ?^ = DG. 
Da Dd:dO = DG : BD ist, 
d.h. 

dm :dn = n: BD, 

so folgt ^^) 

ndn 
dm ' 




Fig. 44. 



DB = 
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mithin 

Es ist aber 
d. h. 

mithin 



.' ndn 

AB = m ; — = X 

dm 



DG^ — BD^ = BC^y 



w* — 



dm^ 



= 2/^ 



\ n^ — 



n^dn^ 
dm^ 



y 



Da aber ÄE eine gegebene Knrve ist, so wird sich die Größe 
dn : dm oder dn^ : dm^ mit Hilfe der Qleichang immer be- 
seitigen lassen. Es werden demnach AB nnd BG ia alge- 
braischen Größen ausgedrückt herauskommen. So oft also die 
KorTC AE eine geometrische ist, wird auch die gesuchte AG 
eine geometrische sein. Es sei z. B. AE eine Parabel, der 

Parameter = a, AD =i m, DE == n =yam. Dann wird 
folglich sein 

AB = X = m — ^a 
und 



BG=y = Vam — |a2. 



a 



mithin 

y2= am — \a^ und m = 

Hieraus erhält man 

4 y^+\cb^ 4 y^ — icL^ 

x = m — \a= ^— i— i \a = *— 



a 



a 



oder 



ax =^ y^ — \a^. 



Daraus geht heiVor, daß die gesuchte Kurve AGc ebenfalls 
«ine Parabel ist, und zwar dieselbe wie AE. Nur liegt der 
Scheitel um den vierten Teil des Parameters über den Punkt A 
liinaus. 

Es sei jetzt AE ein Kreis, der Durchmesser = 2a, AD = m, 

DE = w = y2am — m^. Dann wird wegen dieser Setzung 



AB= X = 2m — a 
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nnd 



Es wird also, weil x = 2m — a ist, m = ^a; + ^a sein, 
mithin 

y2= 4am — d^ — 2m^= ax -{- ^a^ — ^x^ 

Um diese Kurve zu konstruieren, sei ABG (Fig. 45) der ge- 
gebene Kreis und O sein Mittelpunkt, durch den man die 

Senkrechte BOF ziehe. 

F Man nehme GF=BO 

^ -"^^ ' ^*^ und mache GD und OE 

gleich Bö selbst. Über 
den Achsen -BJFund ED 
beschreibe man jetzt die 
Ellipse EFD. Dann be- 
haupte ich, daß dies die 
gesuchte Kurve, d.h. daß 
jedeSenkrechte ^T/gleich 
der Ordinate JK ist'*). 

FE sei eine Hyper- 
bel, AD = m, DE = 

n == — Dann wird 
m 




AB=x= -— BG=y = ^ = l/ ^ 



— a» 




Fig. 46. 



sein. Weil also x = 

= [m^ 4- a*) : m^ ist, 
wird 

rri^x = m*+ a* und 
m* = m^x — a^ 

sein,, und weil y = 
= Va^m^ — a® : m^, 

Setzt man den Wert 
von m^ ein, so kommt 
heraus ^^) 

m^y^ = a^xm^ — 2 a® 
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und 



mithin 



m® = 






Es wird daher 



X 



m^ 



= {^a^x±y\a^x^-2a^y^)y ^a^x±V^a^x^^2a^y^-\-a^y^fy^ 



Fünfzehnte Vorlesung. 

Ober osknlierende Kreise und die Abwicklung der Kurven 
und deren Anwendung bei der Rektifikation von Kurven. 

ABC sei eine beliebige Kurve, und man ziehe in irgend- 
einem Punkte B zur Kurve die unbegrenzte Senkrechte BD, 
Kinmit man alsdann irgendwo auf dieser Senkrechten einen 
Funkt D und beschreibt 

um ihn als liJlttelpunkt ^ ,ß 

einen Kreis GBF, so be- 
rührt bekanntlich dieser 
Kreis die Kurve in B 
und schneidet dieselbe, 
wenn die Wurzeln nicht 
imaginär sind, anders- 
wo in G, Es ist auch 
klar, daß bei Annähe- 
rung des Mittelpunktes 
2) an j9 der Punkt G 
ebenfalls an diesen mehr 
heranrückt. Daher wird 
es eine bestimmte Ent- 
fernung BD geben derart, daß der Punkt (7 ganz nach B fällt, so- 
bald D in sie gelangt ist, und wenn dies eintritt, ist der Kreis GBF 
der, den Leibniz den oskulierenden oder den Oskulator- 
kreis nennt, vielleicht deshalb, weil die Punkte B und G sich 
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gleichsam osknlieren (küssen)^®}. Dieser Kreis hat die Eigen- 
schaft, der einzige za sein, der die Kurve AB G im Pnnkte B 
schneidet [wenn nicht der Punkt B im Scheitel A liegt; dann 
nämlich berQhrt der Kreis die Kurve immer, vorausgesetzt, 
daß die Lage der Kurve auf beiden Seiten ähnlich ist]. Alle 
übrigen Kreise, deren Mittelpunkte auf der Geraden BD liegen, 
berühren die Kurve in demselben Punkte B, Daß der osku- 
lierende Kreis die Kurve schneidet, wird unten bewiesen 
werden. 

Was von dem Mittelpunkt D des Kreises gesagt wnrde, 
der die Kurve in B oskuüert, gilt in gleicher Weise von allen 
andern, wo auch der Punkt B angenommen wird. Wenn also 
der Punkt B variiert, werden auch die Mittelpunkte D variieren, 
so daß sie eine gewisse Kurve EDö beschreiben, die, wie 
HerrHuygens gezeigt hat, jene ist, durch deren Abwicklung 

die Kurve ABß be- 
J3^^^0^ schrieben wird''). D. h. 

wenn man auf der Kurve 
EDd einen Faden AEDö 
anbringt und das Ende A 
mit gleichmäßiger Hand- 
führung nach B bewegt, 
so wird der Punkt A die 
Kurve ABß beschreiben, 
von der jeder Punkt den 
Mittelpunkt seines osku- 
lierenden Kreises auf der 
Kurve ED d hat, und zwar 
dort, wo die Abwickelnde 
BD die Kurve EDö be- 
rührt. Es ist daher zu 
zeigen, daß die Mittel- 
punkte der oskulierenden 
Kreise auf der Kurve 
liegen , durch deren 
Abwicklung die andere 
Kurve beschrieben wird, um deren oskulierende Kreise es sich 
handelt. 

Zu diesem Zwecke muß man die Entstehung der durch 
Abwicklung erzeugten Kurven betrachten. Es liege die Kurve 
ADF vor, die man sich aus unendlich vielen geraden Stücken 
ABj BGj GD, DE, EF zusammengesetzt denken kann. Man 




Fig. 48. 
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Fig. 49. 



stelle sich nun vor, daß auf dieser Kurve ein Faden ÄBODEF 
angebracht ist, dessen eines Ende F fest, das andere A aber 
beweglich ist. Wenn dann dieses Ende nach K bewegt wird, 
80 beschreibt offen- 
bar der Endpunkt Ä 
des Linienstückchens 
^ j^einen Kreisbogen 
A O, mit dem Mittel- 
punkt B, und dieser 
kleine Kreisbogen 
wird so weit fortge- 
setzt werden, bis AB, 
d. h. OB, mit dem 
Linienstackchen BC 
in gerader Linie liegt. 
Darauf wird im wei- 
teren Verlauf der Be- 
w^nng der Kreis- 
bogen ff-ET beschrie- 
ben werden mit dem 
Mittelpunkt C und 

dem Radius GO oder GH, bis HG mit dem Linienstückchen GD 
in gerader Linie liegt. Und auf dieselbe Weise werden die 
kleinen Kreisbögen HJxmd JK mit den Mittelpunkten D oder 
E und den Radien DH und EJ beschrieben. 

Hieraus folgt: 

1. daß die Abwickelnde fTD eine Tangente der abgewickelten 
Kurve ist; 

2. daß HD senkrecht ist zu der durch die Abwicklung 
erzeugten Kurve; 

3. daß HD gleich der Abgewickelten ABGD ist, wenn 
nämlich das Ende des Fadens und der Anfang der ab- 
gewickelten Kurve zusammenfallen; andernfalls wird HD 
um eine konstante Länge größer oder kleiner sein; 

4. daß der Treffpunkt von zwei Senkrechten HD und JD 
einer beliebigen gegebenen Kurve AHJK, die unendlich 
wenig voneinander entfernt sind, sich auf der Kurve ADF 
befindet, durch deren Abwicklung die gegebene AHK 
beschrieben wird. 

Hiemach läßt sich leicht beweisen, daß der Mittelpunkt 
des Kreises, der die Kurve AHM in H oskuliert, im Punkte D 

Ostiralds Klassiker. 194. ^ 
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liegt. Der um den Mittelpunkt D mit dem ßadias DH be* 
schriebene Kreis berührt nämlich die Knrve AHK in H und 
schneidet 3^) sie in /[oder geht wenigstens dort hindurch]. Da 
aber wegen der unendlich kleinen Entfernung HJ der Punkt / 
nach H fallend gedacht werden kann, so folgt, daß der um 
den Mittelpunkt D mit dem Radius DH beschriebene Kreis 

der oskulierende der Kurve 
AHK im Punkte H ist. 
Mithin liegen die Mittel* 
punkte der oskulierenden 
Kreise auf der Kurve, durch 
deren Abwicklung die Kurve 
erzeugt wird, deren oskulie- 
rende Kreise sie sind. 

Daß diese oskulierenden 
Kreise die Kurve schneiden, 
wird so bewiesen: Es sei AB 
eine Kurve, GED eine an- 
derCy durch deren Abwick- 
lung AB beschrieben wird, 
DB die abwickelnde Gerade, 
die nach dem soeben Be- 
wiesenen der Radius des in 
B oskulierenden Kreises sein 
wird. Man ziehe die Gerade 
D Gj die die Kurve in F und die Kreisperipherie in (7 schneidet, 
und vom Punkte F ziehe man die Tangente FE, Nun ist: 




Fig. 50. 



mithin 



QD=^BD = FE+ Kurve ED > Gerade FD^ 



QD > FD. 



Daher liegt der Punkt G außerhalb der Kurve AB. Nicht 
viel anders wird bewiesen, daß der Punkt H innerhalb der 
Kurve AB liegt. Also schneidet die Peripherie GBH die 
Kurve AB^% 

Korollar. Aus dem Gesagten folgt, daß, wenn die Kurve AB 
eine geometrische ist, auch GED eine geometrische ist, und 
zwar eine rektifizierbare, weil die Strecke BD^ die ihr gleich 
oder um eine gewisse Konstante größer ist, geometrisch ge- 
funden werden kann. 
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Sechzehnte VorlesuDg. 

Anfflndong des Mittelpunktes eines osknlierenden Kreises 

nnd der Evolute. 

Schon oben haben wir angedeutet, daß der osknlierende 
£j*eis der ist, der die Kurve in verschiedenen Punkten schneidend 
durch einen Zustand hindurchgeht, wo drei Schnittpunkte zu- 
sammenfallen oder besser zum Zusammenfallen kommen. Man 
kann nämlich immer einen Kreis BGDE geben, der irgend 
eine Kurve wenigstens 

in vier Punkten schnei- C 

det^^). Will man daher 
den Mittelpunkt eines 
osknlierenden Kreises 
suchen, so setze man 
nach der De^car^schen 
Geometrie 4^) ÄH=s, 
HO = t und den Radius 
BQ=u, ebenso ^jF= 
= xmidBF=y. Aus 
diesen Daten läßt sich 
die Gleichung des Krei- 
ses erhalten. Ersetzt 
man in ihr o? durch 
seinen Ausdruck in y 
oder^ durch denina;, je 
nachdem die Natur der 
gegebenen Kurve es 
fordert, so wird x oder 

y wenigstens vier Dimensionen haben, weil der Kreis wenigstens 
in vier Punkten die Kurve schneiden kann. Damit also dieser 
Kreis ein oskulierender wird, muß man annehmen, daß die 
gefundene Gleichung drei gleiche Wurzeln hat, d. h. daß 
drei Abszissen oder drei Ordinaten, die Schnittpunkten ent- 
sprechen, einander gleich werden. Verfährt man nach der 
Regel des DesearteSj so wird eine Gleichung herauskommen, 
die die Beziehung zwischen AH und HO erkennen läßt und 
daher die Natur der Kurve, welche die Mittelpunkte der os- 
knlierenden Kreise beschreiben. 

Das Verfahren ist nun folgender Art: 




Fig. öl. 



jBG2 — {BF+ OEY = Fm^ 



x^ 
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d. h.42) 

1^2 — yi — 2iy — ^2 = ^2 — 2sa; + ofl 
oder 

a;2 ^ 2/2 — 25a; + 2^1/ + «2 + ^2 »_ ^^2 = o 

In dieser Qleichnng ist der Wert von x oder y nach der Natur 
der gegebenen Kurve einzusetzen. Diese sei z. B. eine Parabel, 
also aj2 = y4 ; dl iuic[ a; = ^2 ; ^^ Dann erhält man folgende 
Gleichung: 

^ + 2/^ - -^^ + 2^2/ + «2 + ^2 _ ^2 = 

oder 

y* + a2 1 2/^ + 2a2#2/ + «^ß^ 

— 2asJ +^2^2 1 = 0. 

— w2a2 

Da diese Gleichung drei gleiche Wurzeln haben soll, setze man 
nach der Weise Descartes y — 6 = 0, y — 6 = 0, y — 6 = 
und für die letzte Wurzel y — /"=0; darauf multipliziere man 
alle vier, und es ergibt sich: 

2^4 «.36) 2/3 + 3621 2/2 -63 1 ^ . ,3/- H 

Die einzelnen Glieder dieser Gleichung sind mit den einzelnen 
Gliedern der gefundenen Gleichung zu identifizieren. Man er- 
hält also 

— 36 — /"=0, 

362 + 36/*=a2 — 2a5, 
— 63 — 362/*=2a2/^ 

e3/*= (s2 + ^2_^2)a2. 

Nach der ersten ist /*= — 36. Setzt man den Wert von f 
in die zweite Gleichung ein, so kommt heraus 

— 662 == ^2 — 2a5, 

und bei der dritten wird sich ergeben 

863 = 2aH. 

Es wird also nach jenem Resultat 



=/ 



2as — a^ 
6 ' 
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nach diesem 

sein, nnd daher 



V- 



^"'-"-^^i^^t. 



6 

Um diese Gleichung leichter in rationaler Form zn erhalten, sei 

s — -Ja = r. 
Dann wird sein 

Vereinfacht man die Gleichung, so kommt heraus 

Diese Gleichung zeigt uns also die Natur der Kurve, die bei 
der Parabel die Mittelpunkte der oskulierenden Ejeise be- 
schreiben. Dabei ist zu bemerken, daß diese Kurve eine 
kubische Parabel zweiter Art ist mit dem Parameter ^a. Ihr 
Scheitel hat vom Scheitel der gegebenen Parabel den Abstand 
^a, weil s — ^a ^= r. Wollte man auch den Radius OB 
finden, so ist nichts weiter nötig, als oben in der vierten 
Gleichung 

für f und e ihren Wert einzusetzen. Denn nach Beseitigung 
von f hat man 

— 3e4 = (8^ + fi — u^)a^. 
Da aber 

2 2as — «2 ctf. 

^ ~ 6 ~T 

ist, so wird 

— ^ = (s2 + ^2 _ ^2)^2 _ (,.2 + ar + \a^ + fi'- u^)a^. 

Kach Vereinfachung der Gleichung findet man 

w2 = QB2 = 1^2 + ar + ■|a2 + t^ 
und daher 

u= GB = y|r2 + ar + \a^ + t^ . 

Hiemach wird im Falle r = sein ts=0 und u = —, d.h. 
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der Mittelpunkt des Kreises, der die Parabel im Scheitel 
oskuliert, ist von demselben um die Größe ^a entfernt. Dies 
kann man auch auf andere Weise finden, indem man annimmti 
daß die oben gefundene Gleichung 



2/* + «2 1 2/^ + 2a2^y + s^a^ 
— 2asf + ^2^2 



— ^2^2 



= 



vier gleiche Wurzeln hat; es können nämlich nicht drei Wurzeln 
im Scheitel zusammenfallen, ohne daß auch die vierte sich an- 
schließt, wegen der ähnlichen Lage der Kurve oberhalb und unter- 
halb der Achse. Es sei also, wie es früher gemacht worden 
ist, y — 6 = 0, y — 6 = 0, y — e = 0, y — e = 0. Dies 
gibt zusammen multipliziert 

Die einzelnen Glieder dieser Gleichung sind mit denen der 
andern zu identifizieren. Weil hiemach — 4e = ist, so 
wird auch 6e2 = 0, — 4e* = und e* = sein, mithin 



«2 — 2as 
2a^t 

«2 -f- ^2 — ^2 



0, d. h. s = |a, 

0, d. h. t = 0, 

0, d. h. (wegen 1= 0) s = u = ^a. 



wie vorher. 

Wie es bei der Parabel ge- 
macht wurde, hat man bei allen 
andern geometrischen Kurven zu 
verfahren. Die Descartessdhe Geo- 
metrie dehnt sich hierin nicht auf 
die mechanischen aus. Wie man 
nun bei allen Kurven, seien es 
geometrische oder mechanische, 
die Mittelpunkte der oskulierenden 
Eüreise allgemein findet, läßt sich 
mit Hilfe der Differentialrechnung 
ohne Schwierigkeit zeigen. Es sei 
also irgendeine Kurve -45 gegeben, 
bei der man die Mittelpunkte der 
oskulierenden Kreise finden soll. 
Wir haben oben gezeigt, daß 
diese auf der Kurve liegen, durch deren Abwicklung die ge- 
gebene AB entsteht oder, was dasselbe ist, in den Treff- 




Fig. 62. 
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punkten D von zwei Senkrechten BD^ OD^ die um eine 
unendlich kleine Größe voneinander entfernt sind. Man muß 
daher die Länge BD finden aus der Abszisse ÄE und der 
Ordinate BE. Zu diesem Zweck ziehe man BG parallel zu 
AO und OF senkrecht zu BG. Es sei ÄE == x^ EB = yy 
mithin BF = dx^ FC = dy. Dann wird 

FG = ^ und daher BG=^-^^^±^. 
dx dx 

Da nun BF'.FQ:^ BE: EH ist, so wird 



EH=yp-, BH= y^^^l + ^y und ^g=^ + ^ 
dx dx dx 

und das Differential von AR (vorausgesetzt, daß d^x = ist) 

CLX 

Weil aber BG: HO = BD ; HD ist, so wird, wenn man teilt, 

(BG — HG) :BG = BH: BD, 
d.h. 



— yd^y : [dx^ + dy^) = y'^^^^ + ^y^ . bD. 



Man erhält also 



^^ ^ (dx^ + dy'^)Vdx^ + dy'^ 

— dxd^y 

Dasselbe hätte man auch anders finden können, indem man 
sagte: 

BO:BF=HG:LGy 
folglich 

j^ ^ _ ^^^ + ^y^ + y^^y 

Vdx^ + dy^ 
Nun ist aber 

[BO ''LG):BO=±: [BL oder BH) : BD, 

und für BD kommt dann dasselbe heraus. 

Noch auf andere Weisen kann man zur Kenntnis der 
Strecke DB gelangen. Man ziehe nämlich zwei Tangenten 
BMj ON und den kleinen Bogen oder die Senkrechte MP, 
Dann wird NM das Differential von AM sein, und weil 
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BO:OF= NM\MP ist, erhält man MP. Da aber POM 
und BDO ähnliche Dreiecke sind, so mnß man ansetzen: Wie 
PM zu BO, so MO zu der gesuchten Strecke BD. 




Fig. 53. 



Oder noch anders: Man ziehe die Senkrechte ÄQ\ dann 
wird SQ das Differential von ÄS sein, und da BO: BF = 
= SQ:SR und SRiBO = OSiBD, so wird man BD 
finden können, welches immer gleich 



— dxd^y 

sein wird. Setzt man in dieser Größe für dx oder dy seinen 
Wert ein, je nachdem es die Natur der Kurve verlangt, so 
wird immer BD in endlichen Größen und ohne Differentiale 
herauskommen. 



Siebzehnte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Damit das, was wir oben gesagt haben, bestätigt werde, 
daß nämlich die Mittelpunkte der oskulierenden Kreise auf der 
Kurve liegen, durch deren Abwicklung die andere erzeugt 
wird, wollen wir das bereits oben angezogene Beispiel der 
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Parabel vorführen. Dabei wird man sehen, daß dieselbe 
Gleichung herauskommt für die Natur der Kurve, die durch 
ihre Abwicklung die Parabel 
beschreibt, wie sie herauskommt 
für die Natur der Kurve der 
oskulierenden Mittelpunkte. 

Es sei also AB eine Parabel, 

AE — X , BE =y = Vax. 
Weil allgemein bei allen Kurven 



BD = 



_ (dx^ + dy^)Vdx^ + dy'^ 
— d^ydx 



ist, muß man für dy und d'^y 
den Wert einsetzen. Es ist aber 
bei der Parabel 



und 



dy = — ;= , mithin dy^ ■ 

2 Vax 

adx'^ 
AcXVax 




Ax ' 



also 
dx^ + dy'^ (a + Ax)Väx 



— d^y 



und 



Vdx^ + dy'^ Va + 4a; 



a 



dx 



n 



X 



mithin 



BD = 



(a + 4tx)y a -{- 4tx 
Vta 



Um aber die Natur der Kurve zu erhalten, auf der der 
Punkt D liegt, sei nach der Weise Desc artes AL = s, 

LD = t Weil EH=^a ist, wird BH=^Vax + \a^ sein. 
Wegen BH: BE = BD : (BE + LD) findet man LD = 
= AxVäx :a = ty und wegen BH: EH= BD : EL gelangt 
man zu EL = ^a + 2a5, mithin AL = ^a + Sx = s. Es 
sei nun, wie wir oben gesetzt haben (Seite 69), s = ^a + r. 
Dann wird 

r = Sx oder x = ^r 



If 
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nnd somit 

a 3a 

Vereinfacht man die Gleichung, so erhält man 

16 r3 = 21at\ 

Das ist dieselbe Gleichung, die wir oben gefunden haben. 
Also USW.43J, 

AB sei eine kubische Parabel erster Art, der Parameter 

= a, ÄE = X, BE == y = ^a^x. Dann wird sein 

, adx , _ a^dx'^ 



3 



und 

,, 2adx^ 2adx^ 

d^y = -- 



9}/ää5 9icyä^ 

also 

dx^ + dy^ _ a^ + 9xf'^ 2a _ a^px + 9xfd^ 

^^y . ^xYcOx dxf^äc^ 2afj 

und 

Vdx^ + dy'^ Va^ + dxf^ 

^^ Vdxf'^ 

Mithin ist 



BD = 



_a^yx + 9xya^x^ 1 /a2 + 9a;>/ä2^ 



h 9xfa^x'^ 1 /a 



2ayä |/ 9a;ya5 



o; 



Wenn AB eine Hyperbel ist, der Durchmesser = a, der 

Parameter ft, ÄE^=x^ EB ^=y = Va'^x + ax^ : VT, so wird 
sein 

^ (a2+2aa;)(^a; ^ _ (g» + ^a^x + 4aa;2)(Za;2 

2Vanx + abx^^ ^ ~ 4tahx + A.hx^ 

und 

a3(Za;2 



d^y = — 



(^ax + ic^jl/a^fta; + afeoj^ 
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«lao 



dx^ -{- dy^ 



= usw.**) 



AB sei eine Zykloide, ÄOH der erzeugende Kreis, AE=x 

EB = y = EQ + AQ = V2ax^x^ + s. Dann wird also 
sein 

A 



dy = 



[a — x)dx 



V2ax-'X^ 
, ,^r adx 1 
[ V2ax^x^ J 

(2a — x)dx 

V2ax—'X^ 
dxV2a — X 

(2a'-'X)dx^ 



dy'^ = 
und 



X 



^y = 
adx^ 



x'Y2ax — x^ ' 




mithin 



Fig. 56. 



^^ + dy^ ov^^— 2 Ä ydx^ + dy^ ^/Ta 

,^ =2 V 2ax — a;2 und -^ — ^ = ^ — 



dx 



und daher 

BD = 2V4:a^--2ax = 2GH= 2BL. 

Es sei AB (Fig. 56) eine gewöhnliche logarithmische Kurve, 
die Subtangente EF = a, BE = y, CE = x. Nach der Natur 
der logarithmischen Kurve ist ydx = ady, also 



dy = ^-— und d'^y = —— =^—^ , 



a^ 



mithin 



dx^ + dy^ a^+y^ ^ Vdx^ + dy^ Va^ + y^ 

-rr — == und = , 

— d^y — y dx a 
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folglich 45) 



BD = 







Da diese Größe negativ ist, 
zeigt sie, daß BD nicht gegen 
die Achse hin zu nehmen ist. 

Ans den angeführten Bei- 
spielen geht zur Genüge hervor, 
wie man allgemein bei allen 
Kurven und überall die Mittel- 
punkte der oskulierenden Kreise 
findet. Jetzt soll noch gezeigt 
werden, wie man auf kurzem 
Wege den Abstand des Kreises, 
der die Kurve in einem Scheitel 
oskuHert, von dem Scheitel fin- 
den kann. 

AB sei eine gegebene Kurve, 

-4(7 die Achse, Ä ein Scheitel. 

Man beschreibe mit beliebigem Radius AG den Kreis ABE, 

Offenbar wird dann, wenn der Radius groß genug ist, der 

Kreis die Kurve irgendwo in 
B schneiden, während er sie 
immer noch im Scheitel be- 
rührt. Ebenso ist klar, daß 
bei Annäherung des Mittel- 
punktes an A auch der Punkt 
J^ an ^ heraniückt. Es ist 
also ein Mittelpunkt G zu 
finden derart, daß der Punkt 
B nach A fällt. Nun sei 
AD = x^ DB=y^ AG = 



Fig. 56. 
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A CD 

Fig. 67. 

= GB = X. Dann wird 



GD = -'Z + x 

* 

und sein Quadrat GU^[x'^ — 2xx-{' x'^] vermehrt um DB'^(y^) 
gleich BG^x\ d. h. 



xr^ — 2xx + x^ -{- y'^ =^ x^ oder y'^ -j- x^ =. 2xx^ 
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mithin 



x = ^x + 



2x 



Da aber B nach A fallen soll, wird a; =■ sein. Es wird 
also 



X = - 



y 

2x' 



in diese Gleichung ist der Wert von y oder von x einzu- 
setzen nach der Natur der Kurve, und dann y oder x gleich 
Null zu machen. Was dann herauskommt, wird die Größe 
von z liefern. Wenn z. B. AB eine Parabel ist, wird 

V^ ax . 
2x 2x ^ 

Wenn AB eine Hyperbel ist, erhält man für y^:2x 

2ax + x^ 



2x 



= a + ^x = a. 



Dieses Verfahren geht nur bei geometrischen Kurven. Das 
andere, das folgt, ist allgemein, sowohl ftlr mechanische als 
für geometrische. 

Es sei AB die gegebene Kurve, OB die Ordinate, BD 
die Senkrechte , AG = x^ 
BC ^=y. Dann ist offenbar, 
wenn a; = wird, CD der 
gesuchte Abstand des Mittel- 
punktes des oskulierenden 
Kreises. Es ist aber dx\dy = 
= y : CD, mithin 



GD = 



ydy 
dx 




Wenn hier für eins sein Wert 

eingesetzt und das andere gleich Null angenommen wird, so 
erhält man die Größe CD oder vielmehr AD, Es sei z. B. 
AB eine Parabel. Dann wird 



ydy = \adx und 



ydy 
dx 



= \a = AD. 
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Es sei AB eine Hyperbel. Dann wird 



Achtzehnte Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Es ist zu bemerken, daß das frtthere Verfahren sich eben- 
falls anf mechanische Kurven ausdehnt. Man braucht nur, 
was leicht zn beweisen ist^^), anzunehmen, daß jede Kurve 
AB (Fig. 59 und 60), falls AG unendlich klein ist, gleich der 





Fig. 69. 



Fig. 60. 



Ordinate BG wird, wenn nämlich AB gegen die Achse konkav 
ist, und gleich der Abszisse, wenn sie gegen die Achse konvex 
ist. Vorausgesetzt wird aber dabei, daß die Scheiteltangente 
entweder senkrecht zur Achse länft oder die Achse selbst ist, 
jenes im ersten, dieses im zweiten Falle. 

Wenn wir also die Regel auf die Zykloide anwenden wollen, 
so sei AOE der erzeugende Kreis der Zykloide AB^ AE=a, 

AG=x, AG= GB = s, GB = y = s+yax — x^ WeU 
nun, wenn man AG =^0 nimmt. 



AD = 



y^ 



2x 



ist, so muß man für y^ seinen Wert 
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2/2 = 52 + arc — a;2 + 2sy ax — x^ 

- 2a;2 + 2aa; — 2x2 



= (wegen ÄG==^0C)2ax 
einsetzen and erhält 



= 2a— 2x = 




11 
2x 

= (wegen x = 0)2a = 

= 2ÄE. 

In dieser Weise hat man 
auch bei den andern 
mechanischen Kurven zu 
verfahren. 

Inzwischen verdient 
es beachtet zu werden, 
daß diese Regel sich zu 
einer ganz allgemeinen 
machen läßt, d. h. daß 
man mit ihrer Hilfe bei 
allen Kurven, sowohl den ^^S- 61» 

mechanischen als auch 

den geometrischen, in jedem gegebenen Punkte den Mittel- 
punkt des oskulierenden Kreises finden kann, wenn auch 
ein wenig umständlicher als durch 
die Differentialmethode. Die Kurve /\ c 

AB sei gegeben und auf ihr ein 
Funkt B, Es soll der Kreis be- 
schrieben werden, der die Kurve 
in diesem Punkte oskuliert. Man 
ziehe BD senkrecht zur Kurve AB. 
Weil nim der Mittelpunkt des os- 
kulierenden Kreises auf der Ge- 
raden BD liegen muß, so kann 
man BA so wie eine Kurve be- 
trachten, deren ScheiteH'^) B ist, 
deren Achse BD und deren Or- 
dinate GE^ die auf der Achse BD 
senkrecht steht. Aus der gege- 
benen Natur der Kurve ist dann die Fig- 62. 
Beziehung zwischen BE als Ab- 
szisse und GE als Ordinate zu ermitteln. Darauf muß man 
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BD = y'^:2x machen, d. h. gleich GE"^ dividiert durch das 
doppelte BE, Wenn BE unendlich klein ist, so wird BD 
der Radius des gesuchten oskuliereuden Kreises sein^^). 

Bisher ist gezeigt worden, auf welche Weise bei gegebenen 
Kurven die Mittelpunkte der oskuliereuden Kreise zu finden 
sind, oder welches die Natur der Kurve ist, auf der diese 
Mittelpunkte liegen, d. h. welches die Kurve ist, die durch ihre 
Abwicklung die gegebene Kurve beschreibt. Hierbei haben 
wir dargetan, daß an jeder geometrischen Kurve die Mittel- 
punkte der oskuliereuden Kreise ebenfalls eine geometrische 
Kurve bilden, und zwar eine einzige und rektifizierbare, deren 
Länge nämlich dem Radius des oskuliereuden Kreises gleich- 
kommt oder davon um eine gegebene Größe abweicht 

Jetzt soll die Kurve der oskuliereuden Mittelpunkte ge- 
geben sein, und die Kurve selbst gesucht werden, die von 

Kreisen mit jenen 
Mittelpunkten os- 
kuliert wird. Oder 
es ist, was dasselbe 
bedeutet, eine Kur- 
ve gegeben und eine 
andere gesucht, die 
durch die Abwick- 
lung der ersten er- 
zeugt wird. Bevor 
wir zur Lösung 
schreiten, ist zu- 
nächst zu bemer- 
ken , daß , wenn 
auch die gegebene 
Kurve eine geome- 
trische ist, trot^ 
dem die durch ihre 
Abwicklung beschriebene nicht immer, ja sogar sehr selten 
eine geometrische wird, nämlich nur dann, wenn die gegebene 
Kurve rektifizierbar ist^^). Man muß auch wissen, daß dieses 
Problem unendlich viele Lösungen zuläßt; je nachdem nämlich 
der Anfang der Abwicklung auf der gegebenen Kurve ge- 
wählt wird, wird sich immer die Natur der erzeugten Kurve 
nach dieser Variation ändern. Es sei in der Tat AB CD 
die gegebene Kurve, auf der man sich einen Faden angebracht 
denkt, dessen eines Ende in D befestigt ist, während das 




'-'JE 



Fig. 63. 
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andere über den Scheitel A hinaus bis nach E gespannt 
wird. Wenn man sich non vorstellt, daß der Faden abge- 
wickelt wird, so wird der Pankt E die Kurve EF beschreiben, 
und der Punkt. -4 die Kurve -4 ö. Beide Kurven werden von 
verschiedener Natur sein. Der Mittelpunkt des Kreises, der 
die Kurve EF in E oskuliert, ist nämlich von E selbst ver- 
schieden; dagegen ist der Mittelpunkt des die Kurve ^6^ in ^ 
oskulierenden Kreises von A nicht verschieden, sondern liegt 
im Scheitel selbst. Ebenso beschreibt in derselben Zeit jeder 
Zwischenpunkt B eine besondere Kurve BH, Es sei jetzt das 
Fadenende A fest und das andere D beweglich. Dann werden 
offenbar, wenn die Kurve AB CD nicht von beiden Seiten eine 
ähnliche Lage hat, der Punkt D und alle Zwischen punkte C7, 
oder die jenseits des Scheitels gewählten^ Kursen DK^ CJ be- 
schreiben, die sowohl unter sich als auch von den früheren EF^ 
A Q^ BH verschieden sind. 

Da dies sich so verhält, so werden wir nur nach der Natur 
der Kurven EF und A O fragen, d. h. jener, die von einem 
Punkte jenseits des Scheitels und vom Scheitel selbst be- 
schrieben werden. Die Natur der übrigen BH wird nämlich 
auf ganz ähnliche Weise gefunden, indem man B als Scheitel 
der Kurve BGB betrachtet und die Senkrechte BL der Kurve 
als eine Achse, wie es bei den früheren geschehen ist. 

Es sei also AB (Fig. 64) die gegebene Kurve, A der Scheitel; 
^(7 die Achse. Auf der Kurve ^^ ist ein Faden angebracht) 
dessen Ende über den Scheitel hinaus bis D gespannt wird* 
Dieser Punkt beschreibt durch Abwicklung die Kurve DE. Es 
wird die Natur dieser Kurve gesucht. 

Man verlängere CA und DA und fälle die Senkrechten 
EG, EH. Es sei AD = b, AB = s, AG=x, CB = y^DH^ r, 
HE = t Verlängert man EH bis L, so ist 



dsiVdx^ + dy'^) : dx = T^ [EB) : EL. 
Man findet also 

EL = ( ^ + ^)^^ 



Vdx^ + dy'^ 
und 

EH=4±M^^x = t. 
Vdx^ + dy^ 

Ostwaldfl KlMsiker. 194. 
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Wegen ds : dy = BE : BL findet man 

(s + h)dy 



mithin 



nnd 



BL = 



CL = ÄH==y — 



DH=b'\'y — 



Vdx^ + dy^ 

{s + b)dy . 
Vdx^ + dy^ 

(s + b)dy 
Vdx^ + d^~ 



r. 



E 


^ 
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Fig. 64. 



Ist ÄD = Oj d. h. beginnt die Abwicklung in Aj so mnü 
b = gesetzt werden, nnd dann kommt heraus 



'r = y — 



sdy 



Vdx^ + dy^ 



und t = 



sdx 



Vdx^ + dy^ 



— x. 



Wenn man überall den Wert von dy oder dx einsetzt, 
nach der Natur der gegebenen Kurve ÄBy so erhält man zwar 
die Natur der Kurve DE ohne Differentiale. Es kommt aber 
immer s vor, was darauf hinweist, daß die Natur der Kurve DE 
von der Rektifikation der Kurve AB abhängt. 
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Neunzehnte Vorlesung. 

Anffindniig der durch Abwicklung einer kubischen 
Parabel zweiter Art beschriebenen Kurven. 

Um das Gesagte durch ein Beispiel zu erläutern, werden 
wir die kubische Parabel zweiter Art AB vorftthren, bei der 




die Abszisse = a;, die Ordinate = 2/, der ParameterJ'=f a, 
AD = h ist. Die Gleichung für diese Parabel lautet 21C 

Da zur Bestimmung der Kurve DE die Länge der Kurve AB^ 
die s ist, gehört, so muß sie also vor allem rektifiziert werden, 
was auf gewöhnlichem Wege in folgender Weise durchgeführt 
wird. Man nehme die Quadrate von dx und dy^ nachdem 
man fftr eins seinen Wert eingesetzt hat, und suche das Inte- 
gral aus der Wurzel ihrer Summe. Dies wird die Rektifikation 
der Kurve AB liefern. Es ist jedoch zu beachten [wie wir 
oben gezeigt haben], daß manchmal der wahre Wert nicht 
herauskommt, sondern irgend eine gegebene Größe fortzu- 
nehmen oder hinzuzufügen ist, die man aus der Annahme x 
oder y ^= findet 



84 Johann Bemonlli. 



Da nun ax^ = y^ ist, so wird sein 



x=Yy- nnd dx = ^, mithin dx^ ^^-^^ 

Addiert man dy^, so erhält man 

(92/ + 4a) #2 



4a ' 
also 

as = — 



y4a 
und das Integral hiervon 



Weil aber bei der Annahme y = o herauskommt ^^a = s, 
80 ist das ein Zeichen, daß man von der gefundenen Größe 
^a abziehen muß. Mau hat also 

Um nun zur Natur der Kurve DE zu gelangen, muß EH 
und DH gesucht werden, d. h. t und r. Oben haben wir aber 
gefunden (vgl. S. 81 und 82) 

(s + b)dx , _ , ls-i'b]dy 

t == ^ ^ . — a5undr = 6 + 2/— ^ 



V(^a;2 + dy^ Vdx^ + dy^ 

Man setze beidemal den Wert von s, x und ^o; ein. Dann 
wird man finden *•) 

^ = ^^ + i2/ - TT« + (^^- ^)F9^^p4^ • 

Aus diesen Gleichungen ist klar, daß die Kurve DE sehr 
kompliziert ist, und zwar mehr oder weniger, je nachdem ÄD 
gewählt wird. Wenn nämlich ÄDj d. h. ft, = ^a ist, so 
kommt heraus ^1): 

t = ^Vay und r = ^y. 
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Wünscht man daher die Gleichung zu finden, die die Natur 
der Kurve DE in den Buchstaben t und r ausdrückt, so muß 
man den Wert von y aus der einen in die andere Gleichung 
einsetzen. Da nämlich r = \y ist, so wird y = 3r sein, mithin 

t = |y^ = ^Vsär. 
Hieraus läßt sich die Gleichung 

16 ar = 27^2 

bilden. Sie zeigt, daß die Kurve DE eine Parabel mit dem 
Parameter |^a ist, wenn h = -^a. Dies ist der einzige Fall, 
wo die Kurve DE so einfach wird. In allen andern Fällen 
und sogar bei der Annahme b = o [ein Fall, der nächst dem 
vorigen der einfachste zu sein scheint] zeigen sich die Größen 
t und r ziemlich kompliziert, wodurch bewirkt wird, daß auch 
die Kurve DE mehr oder weniger kompliziert wird. 

Über die Rektifikation der Kurven mittels ihrer 

Abwicklung. 

Der bequemste Weg zur Rektifikation der Kurven ist, wie 
wir eben angedeutet haben, der, daß man das Integral aus der 
Quadratwurzel der Quadratsumme von dx und dy nimmt. Diese 
Methode läßt sich aber nur bei solchen Kurven bequem an- 
wenden, deren Natur durch eine Relation der Ordinaten zu den 
Abszissen gegeben ist. Bei andern, deren Natur durch Eigen- 
schaften bekannt wird, kann man sie schwerlich brauchen. Da- 
gegen kann man das Verfahren die Kurven durch Abwicklung 
zu rektifizieren, gewissermaßen als allgemein bezeichnen, und 
es führt bei gewissen Beispielen weit leichter zur Kenntnis 
der Knrvenlänge als das gewöhnliche Verfahren. Freilich läßt 
sich nicht leugnen, daß es manchmal, wenn man eine kurze 
und leicht auflösbare Gleichung haben kann, die die Beziehung 
der Ordinate zur Abszisse ausdrückt, besser ist, das gewöhn- 
liche anzuwenden. 

Das Verfahren mittels der Abwicklung ist folgendes: .i^ (7 
(Fig. 66) sei die gegebene Kurve, deren Länge gesucht wird. Man 
denke sich, daß der Punkte bei der Abwicklung die Kurve AD 
beschreibt. Dann ist nach dem vorhin Gesagten klar, daß der 
Faden GD überall eine Tangente der Kurve ABC ist, ebenso, 
daß GD ihr gleich ist. Die Tangente GE ist aber gegeben. 
Es bleibt also noch übrig, die Strecke ED zu finden. Wenn 
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man sie kennt und von der Tangente EC fortnimmt, so bleibt 
übrig DC = der gesuchten Kurve ÄC, Die Strecke ED wird 
aber auf folgende Weise gefunden. Man ziehe eine Tangente QB^ 
die von der früheren EG wm eine unendlich kleine QröBe ent- 
fernt ist, und beschreibe um den Mittelpunkt C den kleinen 




Kreisbogen OF, Man kann dann das Dreieck EFO als ein 
rechtwinkliges ansehen. Da aber FD = QM ist, so wird EF 
das Differential von ED sein. Man ziehe nun ÄJ senkrecht 
zu EA, Dann sind, weil die Kurve gegeben ist, EJ und EÄ 
gegeben. Es sei also EJ = r und EÄ = if, mithin EG = dt 
Da EJ: EÄ = EG: EF, d. h. r:t = dt: EF, so ist 



EF = 



tdt 



Hiervon nehme man, wenn es geschehen kann, das Integral. 
Dies wird gleich der Strecke ED sein, die von der Tangente EG 
abgezogen DG = AG übrig läßt. 

Manchmal findet man GD oder AG bequemer durch Ad- 
dition eines gewissen Integrals. Es ist nämlich GD = GJ-i- JD. 
Es ist aber GJ etwas Gegebenes. Daher bleibt nur übrig, daß 
man JD findet, was auf folgende Weise geht. Nach Ziehung 
des kleinen Bogens HL wird DL = MH sein. Mithin ist L/ 
das Differential von DJ. Es sei also EJ = r und AJ=t, 
mithin HJ= dt, und man setze an EJ: AJ = HJ: LJ. Dann 
findet man 



und das Integral hiervon liefert die Strecke DJ, Addiert man zu 
ihr die Strecke GJ, so erhält man GD = der gesuchten Kurve .i (7. 
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Nebenbei ist hier zu bemerken, daß die Abwicklung der 
Kurven auch zur Ausmessung von Flächen dienen kann. Das 
Differential der krummlinigen Fläche ACE ist nämlich das 
Dreieck OGE^ das man findet, indem man FQ aus den ähn- 
lichen Dreiecken EQF und EJA ermittelt und dieses FO mit 
der Hälfte von EG multipliziert. Ebenso liefert LH multi- 
pliziert mit der Hälfte von JG das Differential der krumm- 
linigen Fläche ÄJG. 

Ä G sei eine kubische Parabel zweiter Art, ÄB^=^x^BG=y^ 
der Parameter = a, also ax^ = y^. Dann wird sein 



AE = \x=^t, AJ=\RG=:\y, EJ = y\x^ + ^y^ = r. 
Da aber q 



X 



' a 



ist, so wird 

Vay 



mithin 
tdt 




dy^dy 



3ydy 



8ay\x^ + ^y2 



8 



aY 



if+i 



SVYay + ^a^ 



Das Integral hiervon wird gefunden, indem man 

\ay + ^a^ = x^ 
setzt. Es wird nämlich gleich ^^j 



a' 



— jrX. 



Zieht man dies von EG ab, so bleibt DG = AG übrig. 

AG (Fig. 68) sei eine Zykloide, ADE der erzeugende Ejreis, 
AE=2a^ AF— x, der Bogen AB = s = GD — AG^ die 

Strecke DA = V2ax = GG. l)a.AD:DF=QH: QJ, d. h. 

V2ax : V2aa; — x2 = _ ^^ ^^^^ . ^j^ 

Y2ax — x2 
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so wird 



QJ = 



adx 



y2ax 



Das Integral hiervon V2ax ist gleich OL. Nun ist aber 

V2ax = ÄD = Co, nnd daher 00+ OL oder das Doppelte 

von CO gleich der 
^ ^ Kurve ÄG. Zur Aus- 

messung der krumm- 
linigen Fläche AOG 
setze man an ÄD\ 
ÄF=OH:HJ. Da- 
nach wird 

HJ = 

adx 




Fig. 68. 



y4a2 — 2aa; 

Multipliziert man mit 
^ GHj so kommt her- 
aus 



^adx -l/ — - — . 
^ ^ 2a — x 



Dies ist aber gleich dem Differential des Segmentes ÄDy folglich 
die krummlinige Fläche AOG gleich dem Segment AD. 



Zwanzigste Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Durch das Beispiel, das jetzt folgt, wird klar werden, wie 
man das Ausmaß der Flächen und Kurven findet, und zwar 
nicht der gegebenen, sondern derjenigen, die durch die Ab- 
wicklung dieser beschrieben werden. 

ABE sei ein Kreis, durch dessen Abwicklung die Kurve AHF 
beschrieben wird. A ist der Anfang, F das Ende der Kurve. 
Es wird das Ausmaß eines Kurvenstückes AH gesucht und 
seine Fläche AGHA, 

Man bemerke, daß die Kurve AHJF eine Art Spirale ist, 
ebenso, daß die Strecke AF zwischen Anfang und Ende gleich 
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der Kreisperipherie und senkrecht zur Enrve in den Punkten 
A und F, Es sei jetzt QR das Differential der Kurve AR^ 
man ziehe die Tangenten RG^ OB und die Radien GD^ BD. 
Dann werden RG, GB senkrecht 
zur Kurve AR sein und gleich 
den Bogen AG, AB, die ich s 
nenne, so daß BG = ds ist. 
Da nun Winkel OBD = BGD 
+ B DG ist und zugleich QBD = 
= RGD, weil beides Rechte sind, 
so wird RGQ = BDG sein, 
folglich das Dreieck BD G ähn- 
lich dem Dreieck RGG, mithin 
DG:RG=BG: OR, d. h. 
a: s =z ds: OR, also 



GR = 



sds 



a 



Das Integral hiervon 



2a 



ist 




gleich der Kurve AR, Hieraus 
geht hervor, daß ^5" die dritte ^^&- ^^* 

Proportionale zu dem Durch- 
messer AE und dem Bogen AG ist, und daher die ganze 
Kurve ARJF die dritte Proportionale zm AE und AF. 

Zur Ausmessung der Fläche A GRA multipliziere man \ GR 
mit GR, Dann kommt heraus 



s^ds 
"20" 



= Differential der Fläche AGR, 



d. h. gleich dem Dreieck GGR, Das Integral hiervon 



6a 



ist 



gleich der Fläche AGRA, Daher ist die ganze Fläche ARJF AEG A 
gleich dem dritten Teil des mit dem Radius AF beschriebenen 
Kreises, die Kurve ARJF aber gleich dem halben Umfang des- 
selben Kreises. 

Die Kurve, die wir jetzt beifügen, zeigt, daß es viel leichter 
ist, mit Hilfe der Abwicklung ihre Rektifikation zu finden und 
ihre Fläche einem Kreise zu vergleichen als nach dem gewöhn- 
lichen Verfahren. Das Problem ist aber folgendes. Oegeben 
ist ein rechter Winkel GAB, dessen zwei Schenkel AG^ AB 
unbegrenzt verlängert sind. Auf ihnen liegt ein Lineal oder eine 
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bewegliche gegebene Strecke Z>^, deren beide Endpunkte Dj E 
sich auf den Schenkeln AC^ AB bewegen. Oesnoht wird die 
Natur der Kurve GFB^ die von dem Lineal DE in jeder seiner 

Lagen berührt wird, ebenso die 
Q Rektifikation derselben und das 

Ausmaß der Fläche FEE, 

Lösung. Um die Natur der 
Kurve zu erhalten, muß man die 
Länge EF suchen, d. h. die Ent- 
fernung des Berührungspunktes 
von einem der Endpunkte E. Da 
aber der Berührungspunkt irgend 
einer Kurve und Geraden in dem 
Schnittpunkte liegt, in welchem 
sich zwei um eine unendlich kleine 
Größe voneinander entfernte Tan- 
genten treffen, so muß also der 
Punkt F gesucht werden, in wel- 
chem sich die beiden gleichen 
Strecken DE, de schneiden (vor- 
ausgesetEt, daßDt^ das Differential 
von AD ist). Dieser Punkt wird 
aber so gefunden. Man ziehe 
EH parallel zu AC^ und es sei 
DE oder c^e = a, AE = x. 




Fig. 70. 



Dann wird sein-4D=Va2 — a;', Ee=dxy Dd=xdx:ya^ — x\ 

Da nun 6A:Ad=^ eE: EH ist, so wird EH= dx Va^ — x^ : x. 
Es ist aber PH: dD = EF: FD und, wenn man zusammen- 
setzt, {EH+ dD) : EH = ED : EF^ d. h. 



a^dx 



xVa^ — x'^ 



Daher wird 



mithin 



DF=a — 



dxVa^- 


-a;2 


X 




a2 — 


x^ 


a 


> 


«2 


xi 



= a : EF. 



a 



x^ 
a 



Hiernach läßt sich die Kurve GBF leicht in folgender Weise 
konstruieren. Man ziehe in dem rechten Winkel irgendwie 
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eine Strecke DE = a und nehme DF gleich der dritten Pro- 
portionalen zu DE und ÄE. Dann wird der Punkt F auf der 
gesuchten Kurve CFB liegen. Hieraus folgt, daß AB und ÄC, 
bis zu den Enden der Kurve gezogen, gleich der gegebenen 
Strecke DE sind. 

Wenn wir die Natur der Kurve CFB nach der DescariesBchen 
Weise finden wollen, so werde die Senkrechte FK gefällt, -und 
es sei AK—r, KF = t. Da DE: DA == FE: FK ist, so 
findet man 

^^ ^ (a2 — x^) Va^ -~ x^ ^ ^ 

a2 ' 

und da DE: AE= DF: AK ist, so findet man^Sj 
Nach der vorigen Gleichung ist 

(«2 — ic2)3 = a^t^, 

mithin 

3, 

a2 — x2 = ay at^ 
und daher 



X = y a^ — a y^ß und x^ =V (a2 — a yä^) = a^r^ 
nach der andern Gleichung. Es ist also 

(a2 — aj/ö^) = a^r^ und aP- — «"j/ö^ = ayar^ 
oder 

Nimmt man die Kuben, so ergibt sich 

a3 = aP + 3a^>^r27+ 3ary7^ + ar2 = 
= a^2 + Safa^f^r^ + ar\ 
Nach Reduktion der Gleichung erhält man 

«2 — ^2 _ y.2 = 3>^a2^2^2. 

Nimmt man die Kuben und reduziert die Gleichung auf Null, 
so wird sein: 
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fi — a^ 



— 3a2^4> — ^^ 



r6 — 3a21r4+ Sa* 
+ 3^2 I + 21a2^2 
+ 3^4 

Wollte man mit Hilfe dieser Gleichnng die Rektifikation der 
Kor^e GFB nach der gewöhnlichen Methode heransfinden, so 
wäre dies sehr schwer, ja fast unmöglich, weil die Gleichung 
der Kurve sehr zusammengesetzt ist*^*). 

Einuiidzwanzigste Vorlesung. 
Fortsetznng desselben Gegenstandes. 

So schwer es ist, die Rektifikation der Kurve GFB mit 
Hilfe der erhaltenen Gleichung von sechs geraden Dimensionen 
zu finden, so leicht ergibt sie sich dagegen mittels Abwick- 
lung der Kurve. Es sei in der Tat BNM (vgl. Fig. 70) die 
Kurve, die bei der Abwicklung von GFB beschrieben wird, 
AB oder AG oder DE=a^ BE = z. Dann wird sein 

AEzz^a — x^ mithin FE = (2az — «2) : a, AD =V2ax — z^ 

und Ee = dz. Da nun DE: AE = Ee : EL^ d. h. a:{a^x)^=^ 

= dz : EL, so ist 

„_ adz — zdz 

EL = , 

a 

und das Integral hiervon 

^ — = EN. 

a 

Addiert man FE = (2az — z^) : a, so kommt heraus 

-!^ 1±- = FN= der Kurve FB. 

a 

Es ist aber 

2az — ^2 3^^ — 3^2 

: ^ — = 2:3. 

a a 

Daher wird auch 

FE:FB:= 2:3 

sein. Hieraus läßt sich sogar das Verhältnis der Fläche FEB zur 
Fläche FBN entnehmen. Da nämlich {FE oder FL) : FN= 2 : 3 
ist, so wird das Dreieck FLe sich zu dem Dreieck FNO ver- 
halten wie 4 zu 9, mithin alle Dreiecke zu allen Dreiecken, 
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d. h. die Fläche FEB zur Fläche FBN e benfalls w ie 4 zu 9. 

Es ist auch DE :ÄD = Ee: eL, d. h. a : V2aZ'-z^ = dz : eL, 
also 

_ dX'V2ax — x^ 

eL = ; 

a 

multipliziert man mit ^FE^ so erhält man 



^ '—zr-^ = Dreieck FEe, 

2 a/- 

Das Integral hiervon hängt aber [wie ans dem, was oben über 
die Berechnung der Integrale gesagt wurde, hervorgeht] von 
der Quadratur des Kreises ab. £s läßt sich also eine Kreis- 
fläche finden, die der Fläche FEB gleich ist. Außerdem hat 

ma^FL:FN=Le:NO, d.h. 2 :3 ==^^^!^^^^^^^:N0, 
also ^ 

3dX'V2az — z^ 

NO = 

2a 

Daher ist, wenn man mit dem Radius AB den Kreis BPQ 
beschreibt, das Segment BPE dividiert durch ^ÄB gleich der 
Kurve BN. 

Korollar I. Die ganze Kurve ÖFB ist gleich ^CA^ oder 
die Kurve steht im Verhältnis von 3 zu 2 zu ihrer Erzeu- 
genden DE. 

Kor oll ar II. Die Fläche GFBÄ verhält sich zur Fläche ABNM 
wie 4 zu 9. 

Korollar HI. Die Kurve BNM ist aber gleich ^ von dem 
Kreisbogen BPQ. 

Korollar IV. Offenbar ist die Kurve CFB die, die wir 
oben (vgl. Seite 47) nach der umgekehrten Tangentenmethode 
gesucht haben, als nämlich gefordert war, die Kurve sollte 
überall zur Tangente in demselben Verhältnis stehen, wie hier 
im Verhältnis 3 zu 2. 

Über die Zykloiden, ihre Rektifikation, Flächenansmessnng 

und ihre Abwicklung. 

Die Betrachtung der zykloidalen Kurven fordert nicht mit 
unrecht hier einen Platz; denn durch die Abwicklung werden 
ihre hauptsächlichsten Eigenschaften aufgedeckt. Herr Huygens 



94 



Johann Bernoalli. 



hat bei der gewöhnlichen Zykloide gezeigt, die von einem Pe- 
ripheriepnnkte eines anf einer Geraden rollenden Kreises be- 
schrieben wird, daß die Abwicklnng dieser Zykloide dieselbe 
Zykloide erzengt ^^j. Er war darüber im Zweifel, ob es andere 
Kurven gibt, die durch ihre Abwicklung Kurven beschreiben, 
die ihnen selbst ähnlich sind. Dies zeigte Herr von Tschirnhaus 
bei seiner Kaustik, indem er zugleich nachwies, daJß sie eine 
Zykloide ist^^). Hier werden wir aber dartun, daß nicht allein 
die gewöhnliche Zykloide des Huygens und die Elanstik des 
Tsehirnhaus sich dieser Eigenschaft erfreuen, sondern daß alle 
möglichen Zykloiden, so viele ihrer denkbar sind, durch ihre 
Abwicklung ähnliche Zykloiden beschreiben. Daran wird noch 
eine andere Kurve aus dem Geschlecht der Spiralen geknflpft 
werden, deren Abwicklung nicht allein eine mit ihr selbst 
ähnliche, sondern ganz dieselbe Spirale erzeugt. 

Vor allem müssen wir zusehen, was eine zykloidale Kurve 
ist. Man kann sie definieren als eine Kurve, die ein Peripherie- 
punkt eines Kreises lie- 
fert, der auf einem an- 
dern , unbeweglichen 
Kreise rollt. ABC sei 
der unbewegliche Kreis, 
auf dessen Peripherie 
eine andere Kreisperi- 
pherie BDE gewälzt 
wird. Irgend ein Punkt 
Z), der auf dieser Peri- 
pherie gewählt ist, wird 
die Kurve ÄDG be- 
schreiben , die eine 
Zykloide genannt wird. 
Dabei ist sofort klar, 
daß, wenn der Kreis 
ABC unendlich ist, die Peripherie ABO eine gerade Linie, also 
die Kurve ADG eine gewöhnliche Huygens%fi\it Zykloide wird. 
Was daher allgemein für alle Zykloiden bewiesen wird, gilt 
dann in gleicher Weise für die gewöhnliche. 

Aus der Erzeugung der Kurve geht auch hervor, daß der 
Bogen AB zwischen dem Anfangspunkt A der Kurve und 
dem Berührungspunkt B des Kreises BDE in irgend einer 
Lage gleich ist dem Bogen BD zwischen demselben Berührungs- 
punkt und dem gewählten Punkte D. Wenn sich nämlich der 
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Kreis BDE wälzt, so mißt der Bogen BD den Bogen AB, 
Ist also der Anfangspunkt Ä und der Bogen AB gegeben und 
läßt sich der Punkt D geometrisch finden, d. h. läßt sich bei 
gegebenem Anfangspunkt A und Bogen AB geometrisch ein 
dem Bogen AB gleicher Bogen BD abschneiden, so wird die 
Zykloide ADG eine geometrische Kurve sein. Kann man 
dagegen zu dem Bogen AB einen ihm gleichen Bogen BD 
geometrisch nicht finden, so wird die Zykloide ADG eine 
mechanische Kurve sein. Ich werde aber zeigen, daß es bei 
manchen Zykloiden möglich ist, einen dem Bogen AB gleichen 
BD abzuschneiden, bei manchen jedoch unmöglich. Damit 
wird also zugleich gezeigt sein, daß einige Zykloiden geo- 
metrische, einige jedoch mechanische Kurven sind. Dies hat, 
soviel ich weiß, bisher niemand bemerkt. Ich behaupte nun 
folgendes. Wenn die Kreise ABC und BDE von solcher Art 
sind, daß der Radius FB sich zu dem Radius QB verhält 
wie eine Zahl zu einer ZahP^j, d. h. wenn sie ein durch Zahlen 
ansdrttckbares Verhältnis haben, so behaupte ich, daß die 
Zykloide ADG eine geometrische Kurve ist. Hat dagegen der 
Radius FB zu dem Radius QB ein durch Zahlen nicht aus- 
drückbares Verhältnis, so wird die Zykloide AD G eine mecha- 
nische Kurve sein. Das erstere wird so bewiesen: Wenn zu 





Fig. 72. 

dem gegebenen Bogen ^jB ein gleicher BD genommen werden 
soll, so verlängere man QB bis R, so daß GR = FA ist. 
Macht man nun Winkel RQS= Winkel AFB, so wird BT 
ein gegebener Bogen sein. Richtet man es daher so ein, daß 
sich der Bogen BT zum Bogen BD verhält wie QB zu FA, 
so wird Bogen BD == Bogen AB sein. Denn es ist BD : BT = 
= AFiBQ = RQ\BQ = RS:BT = AB: BT, folglich 
AB = BD, Es bleibt also noch zu beweisen, daß man geo- 
metrisch einen Bogen BD finden kann, der sich zu dem 
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gegebenen BT wie ÄF zu BQ verhält, d. h. wie eine Zahl zu 
einer Zahl. 

Wenn ÄF ein Vielfaches von BQ ist, versteht sich die 
Sache von selbst. Man muß dann nämlich ^7^ so oft nehmen, 
als J^G' in ^i^ enthalten ist. Ist aber AF kein Vielfaches 
von BO, sondern steht es zu ihm in irgend einem Verhältnis, 
wie z. B. 13 zu 5, so muß man offenbar den Bogen BT doppelt 
nehmen und dann noch drei Fttnftel von ihm. Die Sache kommt 
also darauf zurück, daß der gegebene Bogen BT m fünf gleiche 
Teile geteilt wird, von denen drei zu nehmen und zu dem 
doppe ten Bogen zu addieren sind. Es ist aber bekannt, daß ein 
gegebener Bogen oder, was dasselbe ist, ein gegebener Winkel 
geometrisch in so viele gleiche Teile geteilt werden kann, als 
man wünscht. Man wird nämlich immer zu einer geometrischen 
Gleichung gelangen, die der Teilung des Winkels entspricht^®). 



Zweiundzwanzigste Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Wir haben also gezeigt, daß, so oft der Radius des un- 
beweglichen Kreises zum Radius des erzeugenden ein Verhältnis 

hat wie eine Zahl zu 
Q einer Zahl, die erzeugte 

Zykloide immer eine 
geometrische Kurve ist. 
Daß sie aber eine me- 
chanische Kurve ist, 
wenn die Radien in- 
kommensurabel sind, 
d. h. wenn das Ver- 
hältnis der Radien nicht 
durch Zahlen ausge- 
drückt werden kann, 
wird folgendermaßen 
bewiesen. 

Jede solche Kurve, sie 
mag eine geometrische 
oder eine mechanische 
sein, kehrt entweder in 
sich zurück oder läuft 
unbegrenzt fort, da die Erzeugung der Kurve immer fortgesetzt 
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werden kann. Wenn non der erzengende Kreis ABC bei 
seinem ersten Herumrollen mit dem Punkte A die Zykloide ADE 
beschreibt, so wird diese Zykloide noch nicht beendigt sein, 
sondern es wird bei fortgesetztem Rollen eine zweite EFO 
beschrieben werden, darauf- eine dritte GHIf dann eine vierte 
IKL usf., bis schließlich der Punkt A nach verschiedenen 
Umdrehungen wieder in seine Anfangslage A fällt. In diesem 
Falle wird bei weiter fortgesetztem Rollen dieselbe Zykloide 
von neuem erzeugt, so daß also alle Zykloiden zusammen nur 
eine einzige Kurve ADEFOHIKL usw. bilden. Wenn nun 
die Radien des unbeweglichen und des erzeugenden Kreises 
inkommensurabel sind, so werden auch ihre Umfange inkommen- 
surabel sein. Es wird daher der erzeugende Kreis ABC un- 
endlich viele Umdrehungen ausführen, bevor der Punkt A wieder 
in die Anfangslage A fällt. Auf diese Weise erhält man also un- 
endlich viele Zykloiden, die nur eine einzige Kurve ADEFOHIKL 
usw. bilden. Ich behaupte, daß diese Kurve eine mechanische 
ist. Sollte man sagen, sie sei eine geometrische, so ziehe man 
auf irgend eine Weise eine gerade Linie HF durch die Kurve 
hindurch. Diese Gerade wird [das ist klar] die Kurve in un- 
endlich vielen Punkten H, m^ n usw. F schneiden. Da aber 
die Gleichung, die die Natur irgend einer Kurve ausdrückt, 
mindestens ebensoviele Dimensionen hat, als die Zahl der 
Schnittpunkte einer Geraden mit der Kurve beträgt, so würde 
folgen, daß die Gleichung, die die Natur unserer Kurve aus- 
drückt, unendlich viele Dimensionen hätte, was sinnlos ist. 
Folglich ist die Kurve eine mechanische '^®). 

Hiemach ist klar, daß es unmöglich ist, einen gegebenen 
Kreisbogen in zwei Teile zu teilen, die sich verbalten wie eine 
Zahl zu einer Nichtzahl^^), d. h. die Inkommensurabel sind. 
Wenn dies nämlich geschehen könnte, so wäre unsere Kurve 
wieder eine geometrische. Es ist auch klar, daß, wenn die 
Radien des unbeweglichen und des erzeugenden Kreises kom- 
mensurabel sind, die dabei entstehende Zykloide, wenn auch 
eine geometrische Kurve, doch manchmal mehr oder weniger 
kompliziert ist. Je nachdem nämlich der erzeugende Kreis 
nach weniger oder mehr Umdrehungen wieder nach dem Anfang 
zurückgelangt, wird die gerade Linie HF auch die Kurve in 
weniger oder in mehr Punkten schneiden^ und daher steigt die 
Gleichung, die die Natur der Zykloide ausdrückt, zu weniger 
oder mehr Dimensionen auf. 

Wir haben bisher gesehen, ^orin die Zykloiden voneinander 

Ostwalds Klassiker. 104. ^ 
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verschieden sind, und was jede Besonderes an sich hat. Jetzt 
wollen wir zusehen, worin sie übereinstimmen, nnd was ihnen 
gemeinsam ist. Zuerst bietet sich ihre allgemeine Rektifikation 
dar und die Ausmessung der zykloidalen Flächen und dann 
die Ähnlichkeit ^1) der durch die Abwicklung der Zykloide 
erzeugten Kurve. Damit diese Dinge um so besser verstanden 
werden können, betrachte ich den unbeweglichen nnd den 
erzeugenden Kreis als zwei gleichseitige und gleichwinklige 
Polygone, bei denen die Seite des einen gleich der Seite des 
andern ist. Es seien z. B. die beiden Polygone ÄBD und 
ABG gleichwinklig und gleichseitig für sich, nicht unter sich, 
und sie mögen die gemeinsame Seite AB haben, so daß, wenn 
das eine Polygon sich auf dem andern bewegt, die Seite AE 
auf AF fällt, dann EQ auf FH, weiter 00 auf HJ u.s.f. 
Wenn man nun annimmt, daß diese beiden Polygone aus 
unendlich vielen Seiten bestehen, wird man sie als Kreise an- 
sehen können, so daß die Kurve, die irgendein Punkt wie G 
beschreibt, die Zykloide ist, um die es sich handelt. Es ist 
daher von vornherein zu bemerken, daß nach dieser Voraus- 
setzung die Seitenzahl des 
Polygons ABD oder vielmehr 
des unbeweglichen Kreises sich 
zur Seitenzahl des erzeugenden 
Kreises ABO verhält wie der 
Durchmesser jenes zu dem 
Durchmesser dieses, weil sich 
Seitenzahl zu Seitenzahl verhält 
wie Peripherie zu Peripherie. 
Da aber nach Verlängerung von 
BA der Winkel KAF gleich 
vier Rechten geteilt durch die 
Seitenzahl des Polygons und 
KAE gleich vier Rechten ge- 
teilt durch die Seitenzahl des 
andern Polygons ist, so wird 
sich der Winkel KAE zu dem 
Winkel KAF umgekehrt ver- 
halten wie die Seitenzahl des 
erzeugenden Kreises zui* Seitenzahl des unbeweglichen Kreises, 
d. h. wie der Durchmesser jenes zu dem Durchmesser 
dieses. 

Man ziehe vom Punkte aus, der die Zykloide beschreibt, 
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die Geraden (7JB, (7-4, GE^ GL usw. Dann werden die Winkel 
äCB^ EGÄj LGE, QGL usw. gleich sein. Da aber 

EÄK+ EÄB = 2 Rechten = EGB + EAB 

ist, so wird 

EÄK=EGB = 2äGB 

sein. Es sei jetzt der Durchmesser des erzeugenden Kreises 




Fig. 76. 

gleich 2h und der Darchmesser des unbeweglichen Kreises 
gleich 2 a. Dann wird also sein 

KAF:KAE=h:a, 

und daher, wenn man zusammensetzt, 

FAEiKAE =(b + a) : a, 



mithin 



FAEiAGB = (2b + 2a) : a. 



Man betrachte nun die Erzeugung der Zykloide, die sich 
aus kleinen Kreisbögen zusammensetzt, deren Mittelpunkte Aj 
F^ Hf B usw. und deren Radien AGy EGy LG, OGmsw. oder 
OA, SFy oHy MB usw., sind. Dann ist aus der Erzeugung 

7* 
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klar, daß die Winkel OÄÖ^ SFO, cHS usw. gleich dem 
Winkel EÄF sind. Daher ist »2) 

Oö:AB= SO:EQ = cS:LX usw. = (2& + 2a):a, 

mithin alle ersten Glieder zusammen, d. h. die Kurve Co, zu 
allen zweiten zusammen, d. h. zur Strecke YB oder OB^ wie 
2b + 2a zu a. Die Fläche GOScRFA aber besteht aus den 
Sektoren 0-4C, SFO, cHS usw. vermehrt um die Sektoren 
AGB, FOA, HSF, ROH usw., die gleich sind AGB, EGA, 
LCE, OGL usw., d. h. zusammen gleich dem Segment GLB. 
Es ist aber Sektor 

OAG\AGB=SFO:EGA = cHS:LGExjiAir.= [2h+2a):a, 

mithin alle ersten Glieder zusammen, GAG + SFO + cHS 
usw. zu allen zweiten zusammen, d. h. zu dem Segment ^ (7Z/ 
wie {2h-\-2a)\a und, wenn man zusammensetzt, GAG -\- 

SFO + cHS usw. 
+ Segm. BGL, d.h. 
Fläche GOScRAB, 
zu Segm. BGL, wie 
2h + 3a zu a. 

Wenn dies richtig 
auf die Kreise ange- 
wandt wird, so wird 
sich alles leicht er- 
geben. 

BEO sei der er- 
zeugende Kreis in ir- 
gendeiner Lage. Man 
ziehe durch die Mit- 
telpunkte die Geraden 
HJD,HKQwiäneli' 
me den Bogen DF 
gleich dem Bogen BE. 
Ferner sei HA= a und AJ==b. Dann ist zunächst klar, daß 
die Gerade EB, von dem beschreibenden Punkte E zum Be- 
rührungspunkte B gezogen, senkrecht zur Zykloide GED ist. 
Zieht man also EQ, so wird diese Gerade sie bertthren. Ferner 
verhält sich das Zykloidenstück DE zu der Strecke AF, d. h. 
zur Tangente EO wie 2b+2a zu a, steht also zu ihr in 
konstantem Verhältnis. Demnach verhält sich die ganze zy- 
kloidale Kurve DEG zu dem Durchmesser des erzengenden 




Fig. 76. 



Die erste Integralrechnung. 101 

Kreises wie 2b + 2a zu a. Die zykloidale Fläche DEBA 
aber verhält sich zu dem Segment DFRA, d. h. zu dem Seg- 
ment BELO wie 2b + 3a zu a, steht also zu ihr ebenfalls 
in konstantem Verhältnis. Daher verhält sich die ganze zy- 
kloidale Fläche DE CA zu dem erzeugenden Halbkreis wie 
26 + 3a zu a, 

Anmerkung. Wenn der erzengende Kreis sich auf der 
konkaven Seite des unbeweglichen Kreises bewegt, so wird 
der Durchmesser des erzeugenden Kreises eine negative Größe 
sein. Daher muß man, um die Rektifikation und Ausmessung 
der zykloidalen Kurve und Fläche zu erhalten, folgenden Ansatz 
machen: Wie sich — 26+2a zu a verhält, so die Kurve DE 
zur Strecke EOy und wie sich — 2b + da zu a verhält, so 
die Fläche DEBA zu dem Segment BELQ, 

Dreiundzwanzigste Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Wir haben gezeigt, wie man ver&hrt, um die Zykloide zu 
rektifizieren und ihre Fläche auszumessen, und zwar nach der 
Natur ihrer Erzeugung. Ein wenig umständlicher und müh- 
samer als dieses Verfahren ist das, welches wir jetzt mit Hilfe 
der Integralrechnung geben. 

Es sei al&oAR (7(Fig. 77) der unbewegliche Kreis, dessen Durch- 
messer gleich 2a ist, DPA der erzeugende Kreis und sein 
Durchmesser gleich 2 b, Der oberste Punkt D, der die Zykloide 
beschreibt, kommt beim RoUen nach E. Durch E ziehe man 
einen Kreisbogen EN mit dem Mittelpunkt H und einen zweiten 
efiy der von dem vorigen um eine unendlich kleine Größe ent- 
fernt ist. Man zeichne die Linien HES^ Hes, HMP und fäUe 
die Senkrechten PO^ ML. Weil nun der Halbkreis DPA 
gleich dem Bogen ^J? (7 ist und ER oder PA gleich RG^ so 
wird der Restbogen DP gleich dem Bogen AR sein. Es ist 
auch klar, daß der Bogen AM gleich dem Bogen RB ist. 

Man setze also DO =:Xj Bogen DP = s, Bogen AM=t^ 
mithin AB = s + /. Dann wird sein 



PO = V2bx — x\ HO = a+2b — x 
und daher 



PH= ya2+4a6 + 4&2— 2ax—2bx. 



102 



Johann Bernonlli.' 



Da aber PH: PO = MH: ML ist, so findet man 
ML = 



ay2bx — x^ 



Va^ + 4:ab + U^ — 2ax — 2bx 




und dann 



HL = 



Fig. 77. 



mithin 



äL = a 



Va^ + ^ab + 4ft2 — 2ax — 26a;' 
a^ -\-2ab — ax 



Va^ + 4aft + 4&2 — 2aa; — 2&a; 
Um die Rechnung zu erleichtern, setze man 



Va^ + 4:ab + U^ — 2ax — 2bx = x. 



Dann wird 



sein und 



X 



2a + 2b 



y ^^ y—x^-{-UH^-h^abx'^-h2aH^-4:a^b^-Aa^b''a^ 



mithin 



ML = 



2a+2b 



aV'-x^+4:bH^+4:abx^+2aH^'-4can^ — 4can--a^ 



2ax + 2bx 
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und 

AL = a ~ ; — ^r-; 

2ax + 2bz 

Es wird also das Differential von ML lauten ^3) 

(— ax^ 4- 4:a^b + 4aH^ + a^)dz 
(2 az^ + 2ft»2) y— z-i usw. 

und das Differential von AL 

[2a^b + a^ — ax^) dx 
2ax^-\'2bx^ " 

Es sei , um die Rechnung zu erleichtern , 2 b -{- a = c. 
Dann wird^*) 

Diff. ML= (-az^ + a^c2)dx 

(2ax^-h2bx^) V-x^-\-A:bH'^ + 4:abx'^^2aH'^'-a^c^ 

nnd 

(a^G — ax^) dx 



Diff. AL = 



2ax^+ 2bx^ 



Man bilde die Quadrate, deren Summe gleich dem Quadrat 
des Differentials des Bogens AM sein wird, d. h. gleich dt^. 
Man hat also dt. Da aber 

bdx 
ds = 



y2bx — x' 



ist, so wird man, wenn der Wert von dx und Y 2bx — x^ 
eingesetzt wird, auch ds haben. Nun ist der Bogen AB gleich 
s + ^. Also wird das Differential des Bogens AB^ d. h. Bb^ 
gleich ds + dt sein. Wenn man nun ansetzt 

HB(a) : HE(x) = Bb{ds + dt) : ^-^^^-^^^^ = E^]j 

so wird EX in den Differentialen dx bekannt sein. Das 
Quadrat davon zusammen mit dem Quadrat von eX{dx^) gibt 
daö Quadrat von Ee^ dessen Wurzel Ee gleich dem Differential 
der Zykloide DE ist. Ihr Integial ist somit gleich der zykloi- 
dalen Kurve DE. Wenn man will, kann man darin den Wert 
von X in den Buchstaben x wieder einsetzen, und es wird sich 
dann zeigen, ob es mit der früheren Lösung zusammenfällt. 



1 
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Wenn man EX mit ^HE{^x) mnltipliziert, so ergibt sich 
das Dreieck EHe^ das dem Differential der zykloiden Fläche 
EDH gleich ist; daher zeigt das Integral davon die Aus- 
messung jener Fläche. 

Noch auf eine andere Weise läßt sich mit Hilfe der Integral- 
rechnung das oben Verlangte leisten. Wir machen dieselben 

Voraussetzungen wie 
oben, und es seien EBy 
er senkrecht zur Zy- 
kloide. Man ziehe die 
Tangenten ZÄ, RFy 
rf. Dann ist klar, daß 
PA, pA gleich EE^ 
er sind, ebenso auch 
die Winkel P^Z,i?^Z 
gleich den Winkeln 
ERFj erf, mithin 
pAP=erf'-ERF= 
= erf—ERf'-FEf= 
erf— rRX — RHr = 
(wegen erf=^RXr-\- 
rRX) RXr -r RHr. 
Da aber Rr = Pp, 
und zwar beides gleich 
dsj ist, so wird der 
Winkel RHr sich zu 
P0p(2PAp) verhal- 
ten wie b zu a, so daß 




Fig. 78. 



2ft 
a 



PAp = RHr 



ist, also 
PAp = rXR — 



2b a-\-2b 

PAp und ^ 'PAp = rXR, 



a 



a 



mithin 



a\[a+2b) =pAP:rXR. 



Da aber Pp = Rr und pT = 
und er) RS, so wurd auch PT 
= RXiPA. also 



(wegen p A und PA gleich ER 
-rS sein, mithin PAp : rXR = 



PA\RX= [a + 2b)\a. 
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und, wenn man zusammensetzt, 

{PÄ + RX = EX) :RX=(2a + 2b):a, 

Es ist aber EX:RX= Ee: rS(PT), mithin 

Ee:PT=(2a + 2b):a, 

also ein konstantes Verhältnis. Daher verhalten sich alle Ee, 
d. h. die zjkloidale Kurve DE, zu allen PjT, d. h. zu der 
Strecke i>P, wie 2a +26 zu a, so wie oben. 

Die zykloidale Fläche ERÄD wird ebenfalls sehr leicht 
gefunden. Da nämlich 

2a+2b ^ 

Ee = rS 

a 

ist, wird 

Ee + rS = ^^^t^.rS. 

a 

Die Hälfte hiervon, multipliziert mit ER oder PÄ, gibt 

Sa+2b 



2a 
Da aber 



rS- PÄ = Trapez Er. 



Dreieck PÄp = PT • \PÄ oder rS • \PÄ 

ist, so wird .sich das Trapez Er zum Dreieck PÄp verhalten 

^e zu 1, d. h. wie 3 o + 2 6 zu a, wieder ein kon- 

a ' 

stantes Verhältnis. Daher werden sich alle Trapeze, d. h. die 

Fläche ARED zu allen Dreiecken PÄp, d. h. zu dem Segment 

Dp PA, verhalten, wie 3a + 2& zu a, so wie oben. 

Dies ist also die allgemeine Rektifikation der zykloidalen 

Kurve und die Ausmessung ihrer Fläche. Sie läßt sich auf 

alle Fälle anwenden, auch auf die gewöhnliche Hi^i/^enssche 

Zykloide. In diesem Falle ist nämlich der Durchmesser des 

unbeweglichen Kreises unendlich zu setzen, und es wird dann 

der Bogen AG zm einer Strecke ausarten, ebenso der Bogen 

EP. Wenn wir also das Verhältnis der Kurve Z>^ zu der 

DP finden wollen, so müssen wir folgenden Ansatz machen: 

a : (2a + 2&) = DP: DE (der gesuchten Kurve). 

Da aber a unendlich ist, so wird sein 2a + 2b == 2a. Daher 
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verhält sich DP zu der Kurve DE wie a zu 2a, d. h. wie 
1 zu 2. Ebenso hat man auch 

a : (3a + 2b) = Segment DpPA : Fläche DEBÄ. 

Es ist aber 3a+2& = 3a, mithin 

a : 3a = 1 : 3 = Segment DpPA : Fläche DERÄ. 

Diese Tatsachen sind bei der gewöhnlichen Zykloide auch 
sonst bekannt. 



Vierundzwanzigste Vorlesung. 
Fortsetzung desselben Gegenstandes. 

Nachdem wir auf verschiedene Arten die Rektifikation der 
zykloidalen Kurven und die Ausmessung ihrer Flächen ermittelt 
haben, bleibt uns noch übrig, eine allgemeine Eigenschaft dieser 
Kurven zu beweisen, daß nämlich jede beliebige zykloidale 
Kurve bei ihrer im Scheitel begonnenen Abwicklung eine 
andere mit ihr ähnliche zykloidale Kurve beschreibt. 

Es sei also ÄBÖ eine Zykloide, Ä ihr Scheitel, EBF der 
erzeugende, DFG der unbewegliche Kreis, und es sei durch 




Fig. 79. 

Abwicklung der Zykloide, vom Scheitel A ausgehend, die Kurve 
AOL beschrieben. Ich behaupte, daß diese Kurve ebenfalls 
eine Zykloide und mit ABC ähnlich ist. 
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Man ziehe die Tangente BEO, Da sie die Abwickelnde 
ist, wird sie senkrecht zur Kurve ^G'L und gleich der Kurve 
AD sein. Man ziehe noch durch die Mittelpunkte der Kreise 
die Gerade KEH und verbinde B^ F. Dann mache man, daß 
sich FE zu EH verhält, wie KF zu KE (d. h. wie a zu a + 2b) 
und beschreibe über dem Durchmesser HE den Kreis HME, 
Nach dem Früheren steht fest, daß sich BE zu BA oder B 
verhält wie a zu 2a+ 26, also, wenn man teilt, BEznEO 
wie a zu a + 2&, d. h. nach Konstruktion wie FE zu EH 
Verbindet man daher Hy ö, so wird das Dreieck HOE ähn- 
lich sein dem Dreieck E BF, Somit ist der Winkel HOE ein 
Rechter, und daher geht der Kreis HME durch den Punkt O, 
Da nun 

Winkel BEF = Winkel HEG, 

wird der Bogen BNE dem Bogen EMO ähnlich sein, mithin 

Bog. QME : Bog. BNE = GE: BE = HE : EF = EK: FK 

= Bog. EA : Bog. FD. 

Da aber ENBF = CFD und Bogen BF = Bogen CF ist, 
so wird auch der Restbogen ENB = dem Restbogen FD sein. 
Daher folgt, daß auch 

Bog. ^ifÖ' = Bog. EA 

ist. Demnach ist die Kurve AGL eine Zykloide, deren er- 
zeugender Kreis HGE und deren unbeweglicher Kreis AE ist. 
Daß aber diese Zykloide AGL der früheren ABG ähnlich ist, 
geht aus der Konstruktion hervor. Es ist nämlich KF:KE = 
= FE: EH xmäj wenn man vertauscht, KE:EH=KF:FEy 
d. h. wie der Radius des unbeweglichen Kreises der früheren 
Zykloide zum Durchmesser des erzeugenden Kreises. Also usw. 

Korollar I. Die Kurve GL verhält sich zu der Strecke 
OHj wie die Kurve AB zu der Strecke BEj weil sie beide- 
mal im Verhältnis a zu 2a '{-2b stehen. 

Korollar II. Die ganze Kurve AL verhält sich aber zur 
ganzen Kurve ABG wie der Durchmesser HE zum Durch- 
messer EF, 

Korollar III. Es. ist auch klar, wenü ABG eine gewöhn- 
liche Zykloide ist, d. h. eine solche, deren erzeugender Kreis 
auf einer geraden Linie rollt, oder deren unbeweglicher Kreis 
einen unendlichen Durchmesser hat, es ist klar, sage ich, daß 
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die Zykloide AOL nicht allein ebenfalls eine gewöhnliche ist, 
sondern überhaupt dieselbe wie die frühere. Da nämlich 
KF:KE=FE:EH, d.h. 

a:(a + 26) = FE: EH 

ist und KF anendlich ist, so wird a'\-2b =i a sein, mitbin 

FE = EH. 

Da also die erzeugenden Kreise dieselben sind, und beide auf 
einer geraden Linie rollen, folgt, daß auch die Zykloiden die- 
selben sind. 

Dies ist nun die Zykloide, von der Herr Huygens geglaubt 
hat, sie habe allein jene Eigenschaft, bei der Abwicklung eine 
andere und dieselbe Zykloide zu erzeugen. Herr Tsehirnhatis 
hebt seine Kaustik hervor, die bei ihrer Abwicklung nicht die- 
selbe, sondern eine ähnliche Kurve beschreibt. Wir aber haben 
gezeigt, daß das, was Tschimhaus von seiner Kaustik bewies, 
deren Zugehörigkeit zum Zykloidengeschlecht er zugleich dar- 
tat, allgemein allen Zykloiden zukommt. Da aber keine unter 
allen Zykloiden, mit Ausnahme der gewöhnlichen, bei ihrer Ab- 
wicklung nicht nur eine ähnliche, sondern dieselbe Kurve be- 
schreibt, so konnte Herr Huygens bis jetzt mit Recht daran 
zweifeln, ob es außer seiner Zykloide noch eine andere Kurve 
gibt, die durch ihre Abwicklung dieselbe Kurve hervorzubringen 
vermag. Er wird aber zu zweifeln aufhören, wenn er die 
andere Kurve, die wir geben, gesehen'hat, die sich nicht minder 
als die genannte Zykloide dieser Eigenschaft erfreut. Und 
zwar ist diese Kurve die logarithmische Spirale. 

Es sei in der Tat die Kurve BEFO (Fig.80) eine logarithmische 
Spirale und deren Mittelpunkt Ä, Man ziehe die Tangente 
BG und errichte auf der Verbindungslinie AB die Normale 
A C, Es sei AB = y, BL = dy. Aus der Natur der loga- 
rithmischen Spirale ist klar, daß der Winkel LBM konstant 
ist. Es verhalte sich also BL zu BM^ d. h. BA zu BO, wie 
a zu b. Dann wird also sein 

BG = ^. 

a 

Da aber auch BL sich zu BM verhält wie a zu b, so wird 

a 
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sein und das Integral davon, d. h. 



die Kurve BEFQ = 



hy 
a 



also 



die Kurve BEFO = der Tangente BG. 



Wenn daher die Gerade B G wie ein Faden um die Kurve 
BEFO gewickelt wird, so wird die Kui*ve GHJKj die der 




Fig. 80. 



Endpunkt G beschreibt, die Kurve sein, die dui'ch die Ab- 
wicklung der logaritbmischen Spirale BEFO erzeugt wird. 
Ich behaupte, daß diese Kurve dieselbe Spirale ist. Man ver- 
längere nämlich BÄ so weit als nötig ist, um GD, die Senk- 
rechte auf 5(7, zu treffen. Da aber BG senkrecht zur Kurve 
GH ist, so wird GD die Tangente der Kurve GH sein. Wegen 
der Ähnlichkeit der Dreiecke BAG und GAD ist aber der 
Winkel GBA gleich dem Winkel DGA, Daher ist der Winkel 
DCA ebenfalls konstant, mithin die Kurve GHJK eine lo- 
garithmische Spirale,* und zwar dieselbe wie BEFQ wegen der 
Gleichheit der Winkel GBA und DGA, 

EoroUar I. Wenn irgendeine logarithmische Spirale 
BEFO zur Strecke BG ausgespannt wird, so werden BA^ 
MA usw. Ordinaten in dem rechtwinkligen Dreieck BAG, 
Denn wegen der Konstanz des Winkels ABM werden BA, 
MA usw. Parallelen, und da sie in konstantem Verhältnis zu 
den angrenzenden Stücken der Kurve, so ist die Behauptung 
bewiesen. Wie daher die Arehimedes^c^iQ Spirale ^^) eine zu- 



110 Johann BernouUi. 

sammengewickelte Parabel ist, so ist die logarithmische Spirale 
ein zusammengewickeltes rechtwinkliges Dreieck. 

Kor oll ar II. Das Dreieck BÄö ist das Doppelte der 
Fläche BEFG, weil das Differential des Dreiecks das Doppelte 
des Flächendifferentials ist. 



Fünfuiidzwanzigste Vorlesung. 

Die kurze Abschweifung, die wir gemacht haben, zeigt zur 
Genüge, daß nicht die Zykloide allein es ist, der die so oft 
wiederholte Eigenschaft zukommt. Ja es könnte sogar die 
beigebrachte logarithmische Spirale nicht ohne Wahrscheinlich- 
keit die Vermutung wachrufen, daß es viele andere, ja sogar 
unendlich viele Kurven gibt, die durch ihre Abwicklung die- 
selben oder wenigstens ähnliche bilden, und vielleicht wäre es 
nicht schwer, mit Hilfe unserer Integrsdi-echnung ein Verfahren 
auszudenken, durch das man solche Kurven findet. Da aber 
jetzt keine Zeit ist, dies zu leisten, so müssen wir es andern 
überlassen ®ß). 



Sechsundzwanzigste Vorlesung. 
Über die kaustischen Kurven und ihre Eigenschaften. 

Wenn die Sonnenstrahlen auf den konkaven TeU irgend 
einer Kurve fallen, so werden sie durch ihre Reflexion eine 
andere Kurve bilden, die von Herrn Tschirnkaus den Namen 
Kaustik erhalten hat, und deren erster Erfinder er war^'). 
Die Alten haben nämlich, bis zu unserer Zeit, nur einen ein- 
zigen Punkt auf der Kurvenachse betrachtet, in dem sich aUe 
oder wenigstens mehrere Strahlen nach ihrer Reflexion sammeln. 
Diesen Punkt nannte man Brennpunkt, weil in ihm die größte 
Brennkraft der zurückgeworfenen Strahlen ausgeübt wird. 

Vor wenigen Jahren hat der genannte Tschirnhaus die schöne 
Bemerkung gemacht, daß die Kurven, die die reflektierten 
Strahlen nicht ganz genau in dem erwähnten Brennpunkte 
sammeln, unendlich viele Punkte haben, die alle als Brenn- 
punkte bezeichnet werden können, und in denen mehrere Strahlen 
zusammenlaufen. Jene Punkte nun bilden in ihrem Zusammen- 
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Inang eine kaustische Eur^e oder Brennlinie, deren Natur, Rekti- 
fikation und bemerkenswerte Eigenschaften er in den Acta^^) 
"v^eröffentlicht hat, jedoch ohne Rechnung und mit Unterdrückung 
äer Methode, durch die er dazu gelangt ist. 

Wir werden daher hier ein Verfahren darlegen, durch das 
sich alles, was diese Kurven Beachtenswertes bieten, ganz leicht 
siuf decken läßt. Dabei wird zugleich klar werden, daß der 
TJrheber keinen geringen Irrtum beging, indem er meinte, die 
^austik beim Kreise sei die Kurve, deren Konstruktion er in 
clenselben Acta angibt. Diese beiden Kurven sind nämlich in 
ihrer Natur himmelweit verschieden und haben garnichts Ge- 
meinsames außer der Fläche, die bei beiden zu demselben Halb- 
kreis in demselben Verhältnis steht. Dies ist es^ was den 
Urheber getäuscht hat, wie weiter unten ausführlicher entwickelt 
werden wird. 

Jetzt soll die Art, wie wir uns die Kurve erzeugt denken, 
auseinandergesetzt werden. Es sei ABC (Fig. 81) irgend 
eine Kurve, auf die 

die parallelen Son- ^-^-— ^ b 

nenstrahlenZ)^, db 
usw. fallen, deren 
TeüektieitQ BE^bE 
usw. sind. Der 
Treffpunkt E von 
zwei reflektierten 
Strahlen, die um 
eine unendlich 
kleine Größe ent- 
fernt sind, liegt 
auf der kaustischen 
Kurve. Auf diese 

Weise ist es nach dem oben Gesagten sofort klar, daß der 
reflektierte Strahl eine Tangente der kaustischen Kurve ist; 
denn zwei um nichts entfernte Tangenten schneiden sich in 
dem Berührungspunkt. Um die Natur der kaustischen Kurve 
zu bestimmen, könnte man also folgendes Problem aufstellen: 
Die Natur der Kurve zu finden, die alle an einer gewissen 
Kurve reflektierten Strahlen berühren. Dieses Problem wird 
aber in derselben Weise gelöst, wie es oben bei der Kurve 
geschehen ist, die von einem Lineal berührt wird, das sich 
auf den Schenkeln eines rechten Winkels bewegt (vgl. Seite 90}. 
Um dies nun im vorliegenden Falle auf die Bestimmung und 




Fig. 81. 
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Konstruktion der Kurve anzuwenden, muß man die Länge BE 

des reflektierten Strahles finden, die zwischen dem Inzidenz- 

punkt B und dem Treffpunkt E liegt. 

Es sei zu diesem Zwecke die Ab- 
szisse ÄF bei der gegebenen Kurve 
gleich Xj und die Ordinate FB bei 
derselben gleich y, mithin Ff=^dx = 
= BH und bH = dy. Ferner sei 
BO = X. Man zeichne das Dreieck 
FB Q besonders (Fig. 82) und halbiere 
den Winkel FBQ durch die Gerade 
BM, Dann wird BM senkrecht zur 
Kurve Bh sein, mithin dz:dy = 
= BF : FM, Man findet daher FM = 
= ydy:dx. Da aber BF: B O = 

= FM: MO ist, so wird, wenn man zusammensetzt, BF: 

(BF+ BQ) = FM\ FQ sein, d. h. 




y'(y + ^) = ^'^^, 



also 



FG = 



dx 



ydy + zdy 
dx 



Es ist aber BF^+ F0^ = B0\ Also hat man folgende 
Gleichung: 

y^dy^ + 2xydy^ + x'^dy^ 
d^ 

Reduziert man sie, so kommt heraus 



-j- 2/^ = x^. 



X 



2xydy^ + y'^dy^ + y^dx^ 

A • 1 < 

dx^ — dy^ 

Durch Auflösen dieser Gleichung erhält man^'^) 

ydy^ + ydx^ 



X = 



dx^ — dy^ 



= BG. 



Da FO = {ydy + ^dy) : dx ist, so muß man den gefundenen 
Wert von x einsetzen. Dann erhält man 



FG = 



2ydxdy 
dx'^ — dy^ 



Die erste Integralrecbnong. 113 

Addiert man ÄF (Fig. 81], so wird 

dx^ — d'ip' 

Das Differential hiervon (vorausgesetzt, daß dx konstant, d. h. 
dP-x = o ist) wird also lauten: 

dx^ + 2ydx^d^y — dxdy^ + 2ydxdy^d^y ^ 

(dx^ — dy^)^ ~ ^* 

Da aber BF.FG (oder bf: fg) = bH:HL ist, d. h. 

also 

2dxdy^ 



HL = 



dx^ — dy^^ 
so wird 

sein. Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke BEL und GEg 
ist aber BE: OE=BL: Og und, wenn man teilt, BQiBE 
= {BL — Og) : BL, Man schreibe also 

/__ ^ —2ydx^d^y'-2ydxdy^d^\ (^^ dxdy^+dxH 
r^"®^ (dx^ - dy^)^ r\^^=dx^^dy^l 

dx^ — dy^ \ dx^ — dy^ I 

Dann wird 

Hiemach läßt sich bei jeder gegebenen Kurve die Länge BE 
des reflektierten Strahles finden, indem man einfach den Wert 
von dy und d^y einsetzt, je nachdem es die Natur der Kurve 
fordert. Auf diese Weise zerstören sich dx, dy^ d^y, und es 
ergibt sich die Länge BE in rein endlichen Größen. Kennt 
man nun BE^ so läßt sich die kaustische Kurve konstruieren 
und ist daher bestimmt. 

Nachdem wir allgemein die kaustischen Kurven bestimmt 
haben, wollen wir, bevor wir zu speziellen herabsteigen, ihre 
allgemeine Rektifikation vorausschicken. 

Ostwalds Klassiker. 194. ß 
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Es sei also ÄBQ irgend eine Kurve, an der doreh die 
Reflexion der Strahlen EB^ eh usw. die Kaustik Ä HJ gebildet 
ist. Ich behaupte,, daß irgend ein Stück ÄH von ihr gleich 

ist dem einfallenden 

***-.^^ Strahl EB plus dem 

"**%^ reflektierten Strahl 

BH, 

Beweis. Aus 
dem Früheren ist 
bekannt, daß EB 
die Kaustik berührt. 
Man wickle also die 
Kurve ^S" ab und 
sie beschreibe dabei 
die Kurve ÄfF. 
Fig. 83. Offenbar föUt HB 

mit der abwickeln- 
den HF dann zusammen, wenn die Abwicklung bis zum 
Punkte H gekommen ist. Man beschreibe daher um den 
Mittelpunkt H den kleinen Kreisbogen h (7, der zu dem kleineu 
Bogen fF parallel sein wird. Daher ist GF =bf. Also ist 
BG das Differential von BF, Da aber nach Voraussetzung 
Winkel EBb = Winkel HBQ = Winkel GBb ist, die Winkel 
BDb und BGb aber rechte sind, so werden die Dreiecke BDb 
und BGb wegen der gemeinsamen Hypotenuse Bb kongruent 
sein. Mithin ist BD = BG. BD ist aber das Differential von 
BE \m^ BG das Differential von BF. Also folgt BE = BF. 
Da nun die Kurve ÄH = HF und HF = HB+BF ist, so 
wird die Kurve ÄH gleich dem reflektierten Strahl HB plus 
dem einfallenden EB. 

Man bemerke, daß, wenn BE und BF nicht von Null an- 
fangen, zu der Summe der Strecken HB und BE eine ge- 
wisse Konstante als Bekannte addiert oder davon abgezogen 
werden muß. 



Siebenundzwanzigste Vorlesung. 
Die zirkuläre Kaustik paralleler Strahlen. 

Damit das, was wir allgemein gelöst haben, durch Beispiele 
erläutert werde, sei JB(?C ein Kreis, sein Durchmesser Z>jB= 2 a, 

BH= Xf HO = y =V2ax — x^. Es soll die kaustische 
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Kurve BFE bestimmt werden, oder, was dasselbe ist, es soll 
die Länge des reflektierten 
Strahles OF gefunden wer- 
den. Dies wird nach der all- 
gemeinen Formel so durchge- 
führt. Da 2/ = V2ax — x^ 
ist, wird 

adx — xdx 
dy = 



sein und 



V2ax — «2 



d^y = — 




Fig. 84. 



a^dx^ 



(2 ax — x^)y2ax — x^ 



mithin findet man 

— ^^y^ oder aF=^ V2ax - x2 = ^ QH, 

Um also die Kaustik zu konstruieren, muß man den reflektierten 
Strahl OF gleich der Hälfte des einfallenden OH nehmen. 
Dann wird der Punkt F auf der gesuchten Kurve liegen. 
Wenn daher der Punkt H nach Ä fällt, so wird der Punkt F 
in die Mitte E des Kreisradius AO fallen, und dies ist der 
Punkt, den die Alten 
den Brennpunkt des 
ELreises genannt haben. 
Es steht femer fest, 
daß die Kurve FB sich zu 
dem reflektierten Strahl 
FO wie 3 zu 1 verhält, 
zum einfallenden HO 
dagegen wie 3 zu 2. Da- 
her verhält sich die ganze 
Kaustik EFB zu dem 
Kreisradius wie 3 zu 2. 

Herr von Tschirnhaus 
hat synthetisch gezeigt, 
daßG^jP=ifffi'ist,und 
zwarauf folgende Weise: ^S- 8^. 

Jf (?, mg seien zwei 
zum Durchmesser DB senkrechte Sonnenstrahlen, die um eine 
unendlich kleine Größe voneinander entfernt sind. Man ver- 
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mithin 



längere die reflektierten Strahlen OF^ gF, bis sie die Peripherie 
in N nnd n treffen. Es wird nun der Bogen OBM gleich 
dem Bogen OEN sein, und der Bogen gBm gleich gEn^ also 
gBm — GBMy d. h. 2^ ff, gleich gEn — QENy d. h. Nn — Qg. 
Folglich ist Nn = d Gg, Da aber Winkel NnF = Winkel FQg 
(sie stehen nämlich über demselben Segment Ng)j so werden 
die Dreiecke NFn nnd gFO ähnlich sein, mithin 

NF: (Fg oder FG) = Nn:gG = d:l 

nnd, wenn man zusammensetzt, 

[NG oder MG):FG = 4.:1, 

HG:FG = 2:1, 

wie wir vorher gefunden haben. 

Wenn wir die Natur der kaustischen Kurve BFE durch 

eine Gleichung nach 
Ordinaten und Ab- 
szissen ausdrücken 
wollen, so werde vom 
Mittelpunkte aus der 
Badius AG gezogen, 
und die Gerade GF 
bis zum Schnitt mit 
der Geraden AG m L 
verlängert. Darauf 
fälle man die Lote 
LPy FO und setze 
AO=r und 0F=: s. Da Winkel LAG = AGH=AGL, 
so wurd LA = LG sein, mithin AP = PG. Wegen der 
Ähnlichkeit der Dreiecke LAP^ LGP und^fffi'ist GH: AG == 
= GP: GL, d.h. 




Fig. 86. 



also 



y2ax — a;2: a = ^a: Lff, 

1 



LG = LA = 



a' 



2 V2ax — a;2 
Ebenso M LG:RG = LF: OF, d. h. 
1 a2 



2 y2ax — x^ 



t \ la2 — 2aa; + cc* ^_ 
: (a — x) =- — ^ : OF^ 

2 V2aflj — a;2 
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also 

0F=8 = ^ r-^. 

Wiederum ist RG:RL = OF:OL, d. h. ^o) 

a — x) : ^ — , — = ' — 2-^ : OL, 

also 

- _ (^ a2 — 2 arc + a;2) (a — x)^ 

ULi = • 

a^K 2air — a;2 

Man ziehe dies von ÄL ab. Dann erhält man 

1 a2 (ia2 — 2aa;4-aJ^)(a — cc)2 
ÄO = r = i^^ ===: — 

2 V2aa; — a;2 a2y2air — a;2 

Um desto schneller und leichter za einer Gleichung zu ge- 
langen, in der nur r und s zu finden sind, kann man den ge- 
fundenen Wert von r so umschreiben: 

^a2 — 2 aa; 4- fc2 = (a — cc)2 — ^a^ 
und 



V2ax — a;2 =1/— a2 + 2aa; — a;2 + «2 =}/— (a— a;)2+ a2; 
auf diese Weise kommt heraus: 

■J-a2(a — a;)2 — (a — a;)^ 1 a2 



a2V— (a — a;)2 + a2 2 ^/ _ (^ — a;)2 + a» 

Da aber 

[a — x)^ 



«2 » 



ist, so wird 

3 I 3 

a — a; =: Ya^s und (a — a;)2 = aYaa^ 

sein. Setzt man also überali den Wert von a — x ein, so er- 
hält man 

3y 3. 



a2|/— af~ä^ + a2 F — a "^as2 + a2 

3y 3y 

^ayas2 — syd^s + ^^flt^ 
y — a'^ä72 + a2 
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Wenn also s gegeben ist, so läßt sich die andere Koordinate r 
im allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren, wegen 

der Irrationalität der 
dritten WurzePi). 

Daraus ist zu 
schließen, daß die 
kaustische Kurve nicht 
mit derjenigen EFB 
zusammenfällt, die von 
den Punkten F gebil- 
det wird, welche die 
Parallelen MN zwi- 
schen dem Kreise GMB 
und dem Kreise ÄNB 
mit dem Durchmesser 
AB halbieren, wie 
Herr TschirrihmAs irr- 
tümlich behauptet hat. 
Es sei nämlich wie 
früher ÄO = r, 0F= 
= s. Dann wird sein 
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BN = yäs — s2 und MB = Va^ — s^ 



also 



MN=ya^'-s^—yas—'S^ und FN=^ya'^ — s^—4^ya8 — s\ 
mithin 



.FN+NB, d. h. FB = \ya^ — «2 + ^yas ^s^ = ÄO = r. 

Man wird somit bei gegebenem s die andere Koordinate r stets 
mit Zirkel und Lineal konstruieren können "^^j. Daher sind 
diese beiden Kurven nicht nur nicht identisch, sondern nicht 
einmal von derselben Gattung. 

Es läßt sich aber leicht vermuten, warum Herr Tsehirnhaus 
diesen Irrtum begangen hat. Jede der beiden Kurven geht 
nämlich durch den Punkt B und durch den Halbierungspunkt 
E hindurch. Ferner ist die Fläche GEFB bei beiden der vierte 
Teil des Quadranten, weil der Halbkreis ÄNB die Hälfte des 
Quadranten GAB ist und GANB das Doppelte der Fläche 
GEFB. Dasselbe wird weiter unten für die Kaustik bewiesen 
werden '^). 
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Auch ans einem andern Kennzeichen geht hervor, daß diese 
beiden Kurven nicht identisch sind, ohne daß man die Natur 
der Kurven durch Rechnung zu ermitteln braucht. Wenn man 
nfimlich auf die Erzeugung der Kurven achtet, so wird jeder 
leicht durchschauen, daß ihre Fortsetzung nicht auf dieselbe 
Weise verläufk. Denn die kaustische Kurve setzt sich, nach- 
dem sie zum Punkte E gelangt ist (vgl. Fig. 86) nach links 
durch S bis zum Punkte D fort und beschreibt einen dem 
früheren ähnlichen Teil, einmal wegen der ähnlichen Lage der 
Strahlen im zweiten Quadranten, dann auch, weil die Kaustik, 
wie Herr Tschirnhaus selbst anerkennt, und wir bald beweisen 
werden, eine Art Zykloide ist. Die andere Kurve dagegen, 
die aus der Halbierung der Strecken MN entsteht, kehrt, nach- 
dem sie den Paukt E erreicht hat, nach derselben Seite zu B 
zurück (vgl. Fig. 87). Da nämlich MX ebensogut wie MN 
eine von den beiden Kreisen begrenzte Strecke ist, liegt auch 
der Punkt T, der die Strecke MX halbiert, nicht minder auf 
der Kurve als der Punkt Fj der die Strecke MN halbiert'*). 

Achtundzwanzigste Vorlesung. 

Die zirkuläre Kaustik paralleler Strahlen ist zykloidal. 

Die parabolisclie Kaustik. 

Ich denke, es ist jetzt zur Genüge dargetan, daß die 
kaustische Kurve beim Kreise und die aus der Halbierung der 
Zwischenstrecken entstehende keineswegs identisch sind. Nun 
bietet sich hier eine bemerkenswerte Eigenschaft der Kaustik 
dar, die Herr Tschirnhaus in den Leipziger Acta bewiesen 
hat ''^), daß sie nämlich durch ihre Abwicklung eine andere ihr 
ähnliche Kaustik erzeugt. Wir verwandeln diese Eigenschaft 
in eine andere und werden zeigen, daß die Kaustik eine zykloi- 
dale Kurve ist. Dann wird zu gleicher Zeit bewiesen sein, 
daß die Abwicklung der Kaustik eine Kaustik beschreibt, da 
alle Zykloiden, wie wir oben gezeigt haben, durch ihre Ab- 
wicklung ähnliche Zykloiden hervorbringen. 

Es sei also J5 CD (Fig. 88) ein Kreis, BD ein Durchmesser, NQ 
der einfallende Sonnenstrahl, OF der reflektierte, BFJS die 
kaustische Kurve. Um den Mittelpunkt Ä beschreibe man mit 
dem Radius ÄE den Kreis MPE, ziehe ÄG und konstruiere 
den Kreis OQPj der den Strahl OF in Q schneidet. Dann 
behaupte ich, daß die Kaustik BFE die Zykloide ist, deren 
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unbeweglicher Kreis MPE, deren erzeugender Blreis OQPy 
deren Scheitel B und deren Anfang E ist. 

Beweis. Der Einfallswinkel NOB ist gleich dem Reflexions- 
winkel QOG. Also ist das Kreissegment NBO dem Kreis- 
segment QG ähnlich. 
Daher verhält sich die 
Sehne NQ zur Sehne 
QG wie der Durch- 
messer DBzam Durch- 
messer ÖP, d. h. wie 
4 zu 1. Nimmt man 
von den ersten Glie- 
dern die Hälften, so 
wird sein iTG: ff = 
= 2:l=JBrff:iPff, 
also Off =jPff. Dem- 
nach geht der Ejreis 
GQP durch den Be- 
rührungspunkt F hin- 
durch. Da aber wegen 
der Ähnlichkeit der 
Segmente der Bogen 
NBG das Vierfache 
des Bogens GF ist, und derselbe Bogen NBG {2BG) gleich 
dem vierfachen Bogen MP, so wird Bogen GF = Bogen MP 
sein. Da nun der Halbkreis MES gleich dem Doppelten des 
Halbkreises GFP ist, wird der Quadrant MPE= GFP sein, 
folglich der Restbogen PF gleich dem Restbogen PE. Dem- 
nach ist die Kaustik EFB eine Zykloide. 

Hieraus und aus dem, was wir über die Zykloiden im all- 
gemeinen gesagt haben, ergibt sich von selbst, daß die Kurve BF 
das Dreifache der Strecke GF ist Auch lassen sich daraus 
die übrigen Eigenschaften, die Herr Tsehirnhatis aufzählt, leicht 
entnehmen, daß nämlich die kaustische Fläche BFG das Doppelte 
des Kreissegmentes GF ist, mithin die ganze Fläche BEC gleich 
dem ganzen Kreise ffP. 

Wenn femer die Abwicklung der Kaustik BFE in B be- 
ginnt, so wird die andere Kaustik, die dabei beschrieben wird, 
die umgekehrte Lage wie die frühere haben. Der Anfang be- 
findet sich nämlich im Punkte B und der Scheitel auf der 
verläDgerten Linie AGj vom Mittelpunkt Ä um zwei Radien AG 
entfernt Daher ist der Kreis, bei dem ^eu^ ^«caatik erzeugt 



Fig. 88. 
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wird, viermal so groß als der Kxeis, bei welchem die Kau- 
stik BFE beschrieben wird. 

Die Fläche, die zwischen der bis znr äußeren Kaustik ver- 
längerten FO^ zwischen dem Teil der äußeren Kaustik, der 
von B ausgeht, und zwischen der inneren Kaustik enthalten 
ist, ist neunmal so groß als die Fläche BFO. 

Wenn der Winkel GAB ein halber Rechter ist, so wird 
der Punkt F von allen auf der Kaustik der höchste sein, weil 
dann die Tangente OF zu der Horizontalen BÄ parallel ist. 

Wir wollen jetzt die Kaustik des Kreises verlassen und 
überlegen, von welcher BeschafiTenheit sie bei der Parabel ist. 
Es ist aber anderswoher bekannt, daß Strahlen, die parallel 
zur Achse sind, nach der Reflexion genau in einem Punkte 
zusammenlaufen, der Brennpunkt genannt wird, so daß also 
die ganze Kaustik der Kurve in einen Punkt ausartet. Daher 
wollen wir statt die Strahlen zur Achse parallel anzunehmen 
sie zu ihr senkrecht voraussetzen. 

Es sei also ABC eine Parabel, Ä ihr Scheitel, ÄJ ihre 

Achse, der Parameter = a, ÄE = a;, BE = y =Väx. Es 




Fig. 89. 



Beien femer EB, eh einfallende Strahlen, BH^ bH die reflek- 
tierten. Man soll die kaustische Kurve AH bestimmen, d. h. 
die Länge BH ermitteln. 

Da y =yax ist, wird sein 

adx , - adx^ _ _^ adx^ 

dy = =, dy^ = —: — und dH = t=:. 

2 Vax ^ 4x ^ i^xNax 
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mithin 

dx^ + dip- ___ (a + 4a;) Vax 

2dHj ~ 2^ ~ ' 

was sich leicht konstruieren läßt, indem man sagt: Wie sich 
der doppelte Parameter zur Summe des Parameters und der 
vierfachen Abszisse ÄE verhält, so verhält sich die Ordinate BE 
zur gesuchten Strecke BH, Daher ist die Kurve AH gleich 

(3 a + 4:x) Vax : 2 a. Um die kaustische Fläche zu"*^ quadrieren, 
multipliziere man HB mit der Hälfte von BC oder BD (diese 
sind nämlich gleich). Man erhält dann 

(a -4- ^x) dx ' Vax 
^ ^ 7 == Dreieck HBb 

4a 

und das Integral hiervon 

2x^ 

ix Vax + -^—Vax = Fläcte AHB. 
^ oa 

Hiernach läßt sich auch die Fläche AHL quadrieren. Zieht 
man nämlich von der parabolischen Fläche ABHLy deren 
Quadratur bekannt ist, die gefundene Fläche AHB ab, so bleibt 
die Fläche AHL übrig 76). Wenn AE = \a ist, wird der Punkt 
Hvon allen am höchsten liegen, weil dann die Tangente BH zur 
Achse parallel ist, und zwar wird BH=\a sein, mithin 
AL =^ \a. Wenn dagegen AE = \a ist, d. h. wenn der 
Strahl durch den höchsten Punkt der Kaustik hindurchgeht, 
werden die Punkte H und L nach J fallen, wo die Kaustik 

und die Achse sich schneiden, und es wird die Strecke BJ=^aVS 

sein, die Kurve AHJ aber = |^aV3 und die Strecke ^/=-|a, 

die Fläche AHJB = -^a^VS und die Fläche AHJ= -^a^VJ. 
Die übrigen etwa noch vorhandenen Eigenschaften lassen sich 
ebenfalls leicht ableiten. 

Neunundzwanzigste Vorlesung. 

Die zykloidale Kaustik. Die Kaustik der von einem 
Punkte ausgehenden Strahlen. 

Die Regel, die wir für die Bestimmung der Kaustiken ge- 
geben haben, ist nicht nur bei den geometrischen Kurven er- 
folgreich, sondern sie dehnt sich auch auf die mechanischen aus. 
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Wir werden in dieser Beziehung die gewöhnliche Zykloide als 
Beispiel anftthren. 

Es sei also ÄBG eine Zykloide, der Scheitel A^ die Achse -4i?', 
der erzeugende Kreis ÄMFj der einfallende Strahl EB, der 
reflektierte BH, Man soll die kaustische Kurve AHN von 
ihr bestimmen, d. h. man soll die Länge der Strecke BH 
finden. Es sei der Radius des Kreises AO=ay AE = x^ 

mithin EM T=y2ax — «2, der Bogen AM= s, EB = y = 

= y2ax — a;2 -j- s. Dann wird sein 



(a^x)dx I 

dy = ^^===== + ^s = J wegen ds = 



adx \ (2a — x)dx 



V2ax — x^ 



V2ax—x^ y2ax--x^ 



— X 



x 



also 



dy^ = 



{2 a — x)dx^ 



X 



und 



d^y = 



adx'^ 



xV2ax — x'^ 
Man erhält daher 



dx^ + dy^ 



2d^y 



= BH = 



= V2 



ax 



a;2 = EM, 




Hieraus geht hervor, daß der re- 
flektierte Strahl gleich der ent- 
sprechenden Ordinate bei dem 
erzeugenden Kreise ist und daher 

doppelt so groß wie der reflektierte Strahl an demselben Kreise. 
Die Fläche ABH ist gleich der Hälfte des Segments AEM 
und der doppelten kaustischen Fläche beim Kreise. Wenn der 
Punkt E in den Mittelpunkt des Kreises O fUllt, so wird BH 
parallel zur Horizontalen AF sein, und daher der Punkt JSTvon 
allen am höchsten liegen. Diese kaustische Kurve AHN steigt, 
nachdem sie den höchsten Punkt überschritten hat, wieder herab 
zu einem gewissen Punkte I/ und steigt dann wieder auf zum 
Punkte C. Um den Punkt L zu bestimmen, nehme man AE = 
z= |. a == 1^^ O. Dann wird der Punkt -ETin den gesuchteuL fallen''). 
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Eorollar. Die zykloidale FlfSmliQ ABGFÄ ist das Sechs- 
fache der kaustischen Fläche AB GL HA. Denn jene ist 
das Dreifache des Halbkreises AMF, diese aber die Hälfte 
davon. 

Was bis jetzt über die Kaustiken, die von reflektierten Parallel- 
strahlen gebildet werden, gesagt worden ist, möge genügen. Mit 

wenigen Worten wollen wir 
ö jene berühren, welche die 

reflektierten der von irgend 
einem festen Punkte aus- 
gehenden Strahlen beschrei- 
ben. Sie sind nämlich den 
früheren nicht sehr unähn- 
lich und lassen sich mutatis 
mutandis ebenso leicht der 
Rechnung unterwerfen. 

Es sei in der Tat ABC 
(Fig. 91)einegegebeneKurve 
und D ein Punkt von ge- 
gebener Lage, von dem die 
Strahlen ausgehen, die auf 
die Kurve auffallen, wie 
DB, Db. Die reflektierten 
Strahlen seien BE, bK 
Man soll die Kaustik bestimmen, welche die reflektierten Strahlen 
bilden oder vielmehr berühren. Hierzu ist also, wie früher, di& 
Länge BE zu finden, die zwischen dem Treffpunkt E un( 

dem Incidenzpunkt B liegt. Zu DB un( 
Db ziehe man die Senkrechten DG wn 
Dg und zu diesen die Parallele BHL''^) 
Es sei DB oder Db = 2/, bR= dy 
BH = dXj ferner BO = x. 
zeichne das Dreieck DBO besonders" 
(Fig. 92) und halbiere den Winkel 
durch die Linie BM, die senkrecht zui 
Kurve Bb sein wird. Dann ist dxidy 
= DB: DM, und man findet also DM- 
= ydy : dx. 

Wenn man im übrigen so verfMirt^^ 

wie es oben bei den Kaustiken gesche 

hen ist, die durch reflektierte Parallelstrahlen gebildet werden^ 
so findet man^^) 




Fig. 91. 
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^ ydy^ + y dx^ _ 2ydxdy 

dx^ — dy^ ' ^^ — dx^--dy^ 

und als Differential davon bei konstant gesetztem dx, d. h. 
bei der Annahme d^x = o, 

2ydx^d^ — 2dxdy^ + 2ydxdy^d^ + 2dx^dy^ 

^ (5^2Zr^^2)2 = Dg^Da=ffN 

(Fig. 91). Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke DBH und DGN 
ist DB: DG = BH: GN, also 

2dx^dy 



GN = 



dx^ — dy^ ' 



und wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke DBG, GNM ist 
DB:DG = GN:MN, d.h. 

2ydxdy _ 2dxUy 

^ ' dx^ — dy^ ~ dx^ — dy^ ' ' 
also 

jrr^ _ J^dx^dyl_ 

~ (dx^-^dy^)^ 
und daher 

-_ -^^ 2ydx^d^ + 2ydxdyH^ — 2dxdy^ — 2dxHy^ 

[dx^ — dy^)*^ 

Da aber BD: DG (oder hD : D^) = bH:HL ist, d. h. 

2ydxdy 

also 

80 wird 

BH+HL = BL=^4±^ 

^ dx^ — dy^ 

sein. Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke BEL und MEg 
ist BE:(ME oder GE) = BL: Mg und, wenn man teilt, 
Bö' : 5^ = (5Z/ — Mg) : BL. Man setze also an: 

dx^ + cM«/* — 2ydxHhf — 2ydxdy^d^ + 2dafidy^ 



BL'-Mg = 



[dx^ — (^2/2)2 
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zu 



d.h. 



BL = 



dx^ + dxdy^ 



wie 



dx^ — dy^ ' 

dx^ + dy^ — 2ycßy 

dx^ — dy^ ^^ ' 

^goder;. = ^y + ^/f zaJ9^. 

dx^ — aj/ 



Daher wird 



BE = 



ydy^ + ydx*^ 
dx^ + dy^ — 2yd^y 



sein. 



So läßt sich also bei jeder beliebigen Kurve die Länge 
des reflektierten Strahls bestimmen, indem man den Wert von 
dy und d'^y oder von dx einsetzt, je nachdem das eine oder 
das andere nach der Natnr der gegebenen Enrve AB leichter 
geschehen kann, so jedoch, daß der Wert von dx oder dx 

selbst immer konstant gesetzt 
wird, weil es in der Beehr 
uung so angenommen wnrde. 
Diese kaustische Kurre 
wird nicht minder eine allge- 
meine Rektifikation zulassen 
als die vorige. Es sei näm- 
lich ABC die gegebene Kurv^ 
und D der leuchtende Punkt, 
die kaustische Kurve 
LHL Sie wird, wenn 
Punkt D nicht auf de 
Tangente der Kurve in 
liegt, nicht in diesem Punkte 
A beginnen, sondern in einem 
andern L, der von A um die 
Länge des reflektierten Strah- 
lesXLentfemtist. Man wickle 
nun die Kaustik LHI ab, und sie beschreibe durch diese Ab- 
wicklung die Kurve LFf, Dann läßt sich auf dieselbe Wdse, 
wie es schon gezeigt wurde, nachweisen, daß das Differential 
hX von BH gleich 60, dem Difl'erential von DJS, ist und daher 
Db + bH'-DA — AL gleich dem Kurvenstück LH. Es ist 




Fig. 93. 





Die erste Integralrechnung. 127 

zu beachten, daß man DÄ-i- ÄL von Db + bH fortnehmen 
muß; bei verschwindendem bfj d. h. wenn die Kurve HL gleich 
Null ist, wird nämlich die Summe von Db und bH nicht Null 
sein, sondern diese werden die Strecken DA, ÄL sein. Daher 
muß man die Integrale, die die Bektifikation der Kurve LH 
zeigen, um die Summe dieser Strecken DA -^ AL vermindern, 
und was übrig bleibt, wird der wahre Wert der kaustischen 
Kurve sein. 



Dreißigste Vorlesung. 

Über die zirkuläre Kaustik der Strahlen, die von einem 
gegebenen Punkte der Peripherie ausgehen. 

Wir werden hier ein Beispiel anführen, wo die kaustische 
Kurve, die durch die Reflexion aus einem Punkte herkommender 
Strahlen gebildet wird, an hervorragenden Eigenschaften und 
nützlicher Spekulation hinter jener andern des Tschimhaus 
nicht zurücksteht. 

Alles nämlich, was Herr Tschimhaits der seinigen zuge- 
schrieben hat, kommt auch dieser zu. Der reflektierte Strahl 
hat hier wie dort ein konstantes Verhältnis zum einfallenden, 
ebenso auch die kaustische Fläche, die zwischen dem reflek- 
tierten Strahl, der Kreislinie und der Kaustik enthalten ist, 
zu dem Kreissegment, das der einfallende Strahl abschneidet; 
und, was wunderbar ist, diese Kaustik erzengt durch Abwick- 
lung eine andere ihr ähnliche; sie ist nämlich auch eine von 
den Zykloiden, und zwar eine einfachere als die des Tschimhaics, 

Vor allem ist nun ihre Bestimmung zu finden, und daraus 
werden wir dann alle übrigen Eigenschaften beweisen. 

BOD (Fig.94) sei ein Kreis, auf dessen Peripherie ein Punkt B 
gegeben wird, von dem die Strahlen BG, Bg usw. ausgehen 
und auf die Peripherie auffallen. Die reflektierten ÖL, gL usw. 
bilden, durch die Schnittpunkte L, die kaustische Kurve BLE, 
Diese Kurve ist zu bestimmen, d. h. es wird die Länge des 
reflektierten Strahls GL gesucht. Durch den Punkt B ziehe 
man den Durchmesser BD und fälle auf ihn die Senkrechten 
ff -ET, gh. Es sei der halbe Durchmesser BG = a, BH = r, 

HO = t =y2ar — r^. Dann wird hH oder gJ^= dr sein, 
gG = adriV^ar — r^ BG = y =V2är, mithin das Diffe- 
rential davon gO = adr : V2är = dy und gG^ — gO^= OGK 
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Man findet also 00 = adr :y4a2 — 2ar = dXj d^y = 

= {2ard^r — adr'^):2ry2ar. Da aber dx konstant gesetzt 
wird, so wird 

„ Aa^d^r — 2ard^r + adr^ 
(Px = =====- == 

(4a — 2r)y4a2— 2ar 
sein. Man findet daher 

d^r = 



dr^ 



2r — 4a 

Setzt man nun den Wert von d^r ein, so erhält man 

a^dr'^ 
d^y = 



(r2 — 2ar)V2ar 

Unter Benutzung der für y^ dy^ d^y und dx gefundenen Größen 
ergibt sieh 

ydy^ + ydx'^ 



QL = 



dx^ + dy'^ — ^ydP-y 



= \Y2aT = \GtB, 




\ 
1 

d: 

d< 



Um daher die 
Kurve BLE zu 
konstruieren, muß 
man den reflek- 
tierten Strahl QL 
gleich einemDrittel 
des einüallenden 
BQ nehmen. Der 
Punkt L wird 
auf der geanohteo^^ 
Kurve liegen. Di 
läßt sieh auch syn 
thetisch nach de 
Weise von 
haus zeigen. 

Man verlängeret^ "^ 
die reflektierton^^^ 
Strahlen ÖXr, gh^^'^^^ 
bis sie die Perl 
pherie in den Punk- 
ten Jf, m treffen. Dann wird Bogen gB = Bogen gim sein-^ -^^ 



und Bogen QB = Bogen QM, Zieht man beiderseits 
kleineren vom größeren ab, so bleibt Bogen gGt ^=^ Mm — gO, 
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mithin 2gO == Mm, Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke 
MLm und gLO ist aber ML : [Lg oder LG) = Mm : gO = 
= 2:1, also, wenn man zusammensetzt, BO : LO =3:1, 
wie wir vorhhi fanden. Hiemach ist BD dreimal so groß 
wie DE. 

Wir wollen jetzt beweisen, daß diese Eaustik eine Zykloide 
ist. Es sei nämlich BQD der Exeis, BD ein Durchmesser, 
BO der einfallende 
Strahl, QF der re- /?. 

flektierte, J5i^^ die 
kaustische Kurve. 
Um den Mittel- 
punkt Ä beschreibe 
man mit dem Radius 
^l£7denKreisMP£', 
ziehe ÄO und kon- 
struiere den Kreis 
QQP, der den 
reflektierten Strahl 
OFm ©schneidet. 
Ich behaupte, daß 
die Kaustik BFE 
die Zykloide ist, 
deren unbeweg- 
licher Kjreis MPE^ 
und deren erzeu- 
gender Ejreis OQP 

ist. Beide Kreise sind gleich. Der Scheitel der Kurve ist J5, 
und ihr Anfang E. 

Beweis. Der Emfallswinkel BOR ist gleich dem Reflek- 
tionswinkel QOD, also das Segment ORB ähnlich dem Seg- 
ment OSQ. Mithin wird sein 

Sehne J5G^ : Sehne 0(r = Durchmesser DJ5: Durchmesser 0P = 

= 3:1 = Sehne B0\ OF, 

also Q0 = FO. Daher geht der Kreis OQP durch den Be- 
rührungspunkt F hindurch. Da aber wegen der Ähnlichkeit 
der Segmente Bogen BRO = 3 Bogen OSF und ebenso 
Bogen BRO = 3 Bogen JfP ist, wird Bogen OSF= Bogen MP 
sein, folglich der Restbogen FP = dem Restbogen PE, Dem- 
nach ist die Kaustik BFE eine Zykloide. 

Ostwalds Klassiker. 194. 9 




Fig. 9Ö. 
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Deshalb hat auch diese Elanstik dieselbe Eigenschaft wie 
die andere, daß sie nämlich durch ihre Abwicklung eine 
andere ihr ähnliche Elanstik beschreibt. 

Ans dem, was über die Zykloiden gesagt worden ist, geht 
hervor, daß die Kurve jBjP viermal solang ist wie die Strecke QFy 
daß die kaustische Fläche BFO das Dreifache des Kreisseg- 
mentes OSF^ mithin die ganze Fläche BFED gleich dem 
dreifachen Halbkreis OEP ist. Femer wird, wenn die Ab- 
wicklung der Eiiustik BFE in B beginnt, die andere Kaustik, 
die daraus entsteht, eine zur vorigen umgekehrte Lage haben. 
Denn der Anfang liegt im Punkte B und der Scheitel auf der 
Verlängerung der Geraden ÄD^ vom Mittelpunkt Ä um neun 
Radien ÄE entfernt. Daher ist der Kreis, an dem jene Kaustik 
erzeugt wird^ neunmal so groß wie der Kreis, an dem die 
Kaustik BFE beschrieben wird. Die Fläche, die zwischen der 
bis zur äußeren Kaustik verlängerten FQ^ zwischen dem von B 
aus genommenen Stück dieser Kaustik und der inneren ELau- 
stik BE liegt, ist das Sechzehnfache der Fläche BFQ. 



Einunddreißigste Vorlesung. 
Über die parabolisclie and die zykloidale Kanstik. 

ÄOg sei eine Parabel, Ä der Scheitel, AH die Achse, und 
auf ihr sei ein Punkt B gegeben, der Strahlen BO^ Bg aus- 
sendet, die reflek- 
tiert eine kaustische 
Kurve bUden. 
soll den Punkt 
derselben bestimme] 
oder die Länge Q. 
finden. Es sei der Pa- 
rameter = a^AB 
=b,AH=r,RG=^ 

=t^ya^^BG^y=^ 

also Oi = drj gi=== 

= adr:2Var, Man addiere ihre Quadrate. Dann erhälti^ 
man (a + Ar)dr^ : 4r = Og^, Es ist aber 

2Vr^'-2rb + b^ + ar 
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und das Quadrat davon 

2_ (4r2 + 4Z>2 -}- a2 _ 85r + 4gr — 4a5)(^r2 
^ "" 4r2 — 8r6 + 4Z>2 + 4ar 

Daher ist 

Von dieser Größe wäre also das Differential zu bilden und 
gleich Null zu setzen, damit cPr bekannt wird. Da aber die 
allgemeine Lösung zu umständlich wäre^^), wollen wir einen 
Spezialfall nehmen. Es sei also b = o, d. h. der Punkt B 
werde im Scheitel angenommen. Dann wird unter Beibehaltung 
der früheren Bezeichnungen 

BQ =y == Vr^ + ar, Oi = dr, gi = — -=, 

2yar 

Qg2 = \ — !__J und dy^ = qO^ = ^-s 7 , 

^ 4r »*"^^^ ^^ 4r2 + 4ar ' 

mithin 

ag2 -» g02 = ff 02 = , ^/, = dx^ = Const., 



also das Differential davon gleich Null: 

Sardrd^r + 8a2(ir(i2|. — 4tadr^ 
(47+40)2 
Man findet somit 

a2r = 



= 0. 



2r+2a 
Da aber 

ay = ^ — 

V4r2+4ar 

ist, so wird 

_ — g2^y.2 ^ (2rf^2y. ^ q^2y.) (2r2 + 2ar) 

~ (27-2 + 2ar)y4r2+4ar 

Setzt man den Wert von d^r ein, so kommt heraus 

{—a^ + 2r^ + ar)dr^ 
d^y = -^ — • 

(2r2 + 2ar)y4r2+4ar 

9* 
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Da nnn 



dx^ + dy^ = Og^ = 



4r 



ist, so wird 

" 30 



= ÖL. 



Wenn sich also Sa zu BO verhält wie a-\-4,r zu einer 
vierten Größe, so wird diese gleich OL sein. Addiert man 
zn OL die Strecke BOy so ergibt sich 



^ = der kaustischen Kurve ÄL. 

3a 

Die kaustische Fläche AOL läßt sich gleichfalls berechnen. 

Als Abschluß wollen wir die Bestimmung der Kaustik, die 
bei der Zykloide durch Beflexion von Parallelstrahlen zur Achse 
erzeugt wird, hinzufügen, die im vorigen ausgelassen worden ist. 




ABC sei eine Zykloide, G ihr Scheitel, GE die Achse, 
GFE der erzeugende Kreis, OB der einfallende, BH der re- 
flektierte Strahl. Gesucht wird die Länge BH, E s sei ^(7= 2 a, 

GL = r, Bogen GF=s, LB = t = s + V2ar — r^, ^e 
halbe Peripherie GFE = AE = p. Dann wird sein 

AG = p — s — y2ar — r^ = x 
und 

OB = 2a — r = y^ 
mithin 



dx 



^-dr.y^ 



— r 
r 
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Da aber dx als konstant vorausgesetzt wird, so wird 

cPx = ^ — (Pr • 1/ == 

ry2ar — r2 ^ r 

sein und daher 

adr^ 
d^r = 



2 ar — r2 

Da y = 2a — r ist, wird 

cidv 
dy = — dvj mithin d^y = — d^r = — 



Man findet daher für — 



2ar — r^ 
dx^ + dy'^ 



2d^ 

2a — r = y = BQ = dem gesuchten BH. 

Hiemach ist die Kurve ^£^=dem doppelten BOj die 
ganze Kurve ÄHE = dem doppelten Durchmesser CE, die 
Fläche ÄBH= dem halben Segment ÄOB. Wenn LB durch 
den Mittelpunkt des Kreises hindurchgeht, so wird der Punkt H 
von allen der höchste sein. Die Kaustik ÄHE ist ebenfalls 
eine Zykloide, deren erzeugender Kreis ein Viertel des Kreises 
EFG ist. 

Zweiunddreißigste Vorlesung. 
Über die zykloidale Kanstik. 

Daß die kaustische Kurve, die bei einer Zykloide von den 
reflektierten Parallelstrahlen zur Achse gebildet wird, ebenfallB 
eine Zykloide ist, wird so bewiesen. 

Es sei ABC (Fig. 98) die Zykloide, G ihr Scheitel, EG die 
Achse, EFG der erzeugende Kreis, OB der einfallende, BH 
der reflektierte Strahl und AHE die entstehende Kaustik. Ich 
behaupte, daß diese eine Zykloide ist mit einem erzeugenden 
Ejreis, dessen Durchmesser die Hälfte des Durchmessers EG ist. 
Man ziehe durch den Punkt B eine Parallele BFP zur Basis; 
sie schneide den Kreis EFG in den Punkten F und P, die 
man mit dem Mittelpunkt R durch die Geraden RF^ RP ver- 
binde. Man ziehe auch die Gerade EF und zu ihr parallel BM, 
Nachdem man die Paukte Mj H verbunden hat, errichte man 
die Senkrechte JfefiV, die die Gerade ^JJ in ^ trifft. Da jetzt 
nach Konstruktion BM parallel zur Geraden FE ist, wird BM 
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senkrecht zni Zykloide ABfJ sein. Daher halbiert BM den 
Winkel, den der einfallende nnd der reflektierte Strahl bilden, 
d. h. es ist MB = MBS. Da aber frOher bewiesen imrde, 
daß BO = BH ist, nnd da BM gemeineam ist, so werden 
die Dreiecke MBQ und MBB kongment sein. Uithin ist 
MS= MG, nnd ^Tinkel MHB = MOB = einem Rechten. 




Fig. 98. 



Nan beschreibe man Ober dem Darchmeseer MN den Kreis MHlf, 
der wegen des rechten Winkels MSN dnroh den Punkt H 
hindurchgehen wird. Von diesem Pnnkte ziehe man nach dem 
Hittelpnnkt die Gerade SO. Ich werde dann zeigen, daß 
der Kreis MSN immer konstant ist, d. h. MN überall gleich ER 
ist, nnd daß der Bogen MS gleich der Strecke EM ist. Denn 
wegen der Kongmenz der Dreiecke MQB und FLE ist MQ 
oder SM gleich L F, nnd Winkel BMO = EFL, also SM O = 
^ 2 ■ EFL, mithin die Ergltnznng zu zwei Beohten SME gleich 
dem Doppelton der Ergänzung zn einem Rechten, d. h. von LEF. 
Es ist aber Winkel SME = Winkel SNM, also SNM aooh 
= 2--LEF, mithin HOM = 2 ■ LRF oder BOM= PRF. 
Demnach sind die Dreiecke PBF und SOM Ahnlich und daher 
ist RF:SO = [PF, d. h. 2LF):SM=2:\, mithin der 
Dnichmesser CE das Doppelte des DorchmeBsers SM. Der 
Kreis MSN ist also konstant. Dies ist das eine, das andere 
wird so bewiesen: Da Winkel SOM ^ PRF, so wird das 
Segment EM dem S^ment PGF ähnlich sein. Daher wird 
sich die Strecke PF znr Strecke SM (2 zn 1] Terhalten, vie 
Bogen PGF za Bogen BM. Also ist der halbe Bttgaa, d. h. CF, 



Die erste Integralreohnnng. 



135 



gleich dem Bogen HM. Es ist aber Bogen GF = Strecke FB = 
Strecke EMj mithin Bogen HM = Strecke EM, Demnach ist 
ÄHE eine Zykloide, deren erzeugender Kreis MHN ist und 
einen Durchmesser MN hat halb so groß wie der Durch- 
messer EG des erzeu- 
genden Kreises EFG 
bei der Zykloide AB G, 
Nachdem wir bei 
der Zykloide beide Kau- 
stiken, sowohl die, die 
durch Reflexion der 
zur Achse senkrechten 
Strahlen entsteht, als 
auch die, die durch 
Reflexion der zur Achse 
parallelen Strahlen ent- 
steht, bestimmt haben, 
bleibt noch übrig, daß 

wir auch die bestimmen, die durch Reflexion der von einem 
Punkte ausgehenden Strahlen entsteht. Es sei also ABG die 
Zykloide, A ihr Scheitel, ADE der erzeugende Kreis, AE die 
Achse. Femer sei A der Punkt, von dem die Strahlen aus- 
gehen, wie z. B. AB usw. Gesucht wird die Länge BH des 
reflektierten Strahls. Es sei AE= 2 a, AF= r,AD = DB = s. 
Dann wird sein 




Fig. 99. 



DF = V2ar'-r^j AB = y ='V 2ar + s^ -j. 2s y2ar ^^^, 



femer 



AD = V2är = I Kurve AB, 



dy = 



adr + scfe + (Aards + 2asdr — 2r^ds — 2rsdr) : V2ar — r^ 

]/2ar H- «2 + 2sV2ar — r2 



Wenn hier der Wert von ds, adr :V2ar — r^, eingesetzt wird, 
kommt heraus 



dy = 



dadr + (3a — 2r)sdr\V2ar — r^ 
'V2ar+ 8^ + 28 1/2 ar — r^ 



Jetzt müßte man dx aufsuchen und dessen Differential gleich 
Null setzen, um d^r zu erhalten, dessen Wert in d'^y einzu- 
setzen wäre. Dies läßt sich wegen der gar zu umständlichen 
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und mflhsamen Rechnung fast unmöglich ausführen ^^). \^ 
wollen deshalb einen leichteren Fall nehmen. 

Der leuchtende Punkt liege im Mittelpunkt O des erzeu- 
genden Kreises, der einfallende Strahl sei OB^ der reflektierte 
BK Es sei jetzt DF= r^ÄQ = a^ GB = y^AD = 8 = BD. 
Dann wird sein 



GF^Va^-^r^, BG = y =V8^ + 2r8+ a^, 

Kurve AB==:2ÄD = 2y2a^ ^2aVa^ --r^. 

Zunächst wird 

sds + rds + sdr 



dy = 



V«2 + 2r« + a2 



Setzt man hier den Wert von ds^ adr : Va^ — r\ ein, so kommt 
heraus 

- (a« + ar)dr : V a^ — r^ + sdr 

Da diese Größe einfacher ist als die frühere, so wird auch 
die Rechnung etwas leichter sein, freilich noch umständlich 
genug und nicht in ein paar Minuten zu erledigen S2j, 

Wir wollen jetzt die Kaustiken der Zykloiden verlassen und 
nur noch eine Bemerkung machen. Die zykloidale Kurve und 
die logarithmische Spirale haben das gemein, daß jede von 
ihnen durch ihre Abwicklung dieselbe oder wenigstens dne 
ähnliche Kurve beschreibt. Ebenso kommt ihnen, was be- 
merkenswert ist, die gemeinsame Eigenschaft zu, daß bei jeder 
die kaustische Kurve dieselbe oder eine ähnliche ist, jedoch 
mit dem Unterschiede, daß die kaustische Kurve bei der Zy- 
kloide, die ebenfalls eine Zykloide ist, durch reflektierte Paral- 
lelstrahlen hervorgebracht wird, während bei der logarithmischen 
Spirale die Kaustik, die ebenfalls eine logarithmische Spirale ist, 
hervorgebracht wird durch Reflexion der vom Mittelpunkt aus- 
gehenden Strahlen. Das erstere ist früher bewiesen worden, 
das letztere ist jetzt zu beweisen. 

hBA sei die logarithmische Spirale, Ä ihr Mittelpunkt und 
zugleich der leuchtende Punkt, von dem aus die Strahlen ÄB^ Ah 
auffallen, die nach Reflexion durch ihre Schnittpunkte C die 
Kurve GEA bilden. Ich behaupte, daß diese Kurve CEA 
ebenfalls eine logarithmische Spirale ist, und zwar dieselbe. 
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Es sei bD: DB = a:b (wegen des überall konstanten Win- 
kels DbB). Setzt man also AB = y^ so wird bD = dy sein 
und daher 

a 

Da nun dx konstant 
angenommen wird, so 
bdy 



wird auch 



kon- 



a 




staut sein, mithin 
d^y == und daher 

ydx^ + ydy^ _ 
dx^-\-dy^ — yd^y 

= BG = 
_^ydx^-+_ydy^ _ 
dx^ + dy^ ~ 
= y = ÄB, 

also ÄB = Ba Man 
ziehe jetzt die Linie 

AG. Dann wird Winkel J5^ (7= Winkel BGA sein, und da, 
Winkel ABF= GBb ist, wird Winkel ABF= BAG= BGA = 
Eonst sein. Daher ist die Kurve GEA eine logarithmische 
Spirale, und zwar dieselbe wie die Kurve bBA wegen der 
Gleichheit der Winkel ABFxmä AGB^ und weil GB die Kurve 
berührt. 



Fig. 100. 



Dreiunddreißigste Vorlesung. 

YerscMedene physiko-meclianisclie Probleme nnd ihre 
LSsnngen. Anfflndnog der Knrve gleichmäßigen Abstiegs. 

Wir haben bisher, wie ich hoffe, zur Genüge die allgemeine 
Idee der Integralrechnung dargelegt. Dabei haben wir den 
Gegenstand kurz, jedoch, soweit die Notwendigkeit es erlaubte, 
klar und durchsichtig entwickelt. Viel, ja sogar unendlich viel 
bleibt noch übrig, was sich hierauf bezieht, und was wir ab- 
sichtlich ausgelassen haben; nicht, als ob es sich dem Kalkül 
entzöge, sondern hauptsächlich, weil wir uns vorgenommen 
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hatten, seinen Nutzen und seine Allgemeinheit nur durch die 
LösuQg solcher Aufgaben zu zeigen, die zwar in den tieferen 
Gebieten der Geometrie einigermaßen versteckt sind, aber doch 
häufig vorkommen. Wenn man daher unsere Methode richtig 
anwendet, wird das andere^ was noch übrig bleibt, sich leicht 
lösen lassen. Daran möge niemand zweifeln. Ja ich möchte 
sogar die Behauptung wagen, daß alle lösbaren Probleme, die 
bis jetzt der Macht der gewöhnlichen Geometrie spotteten und 
als unmöglich aufgegeben wurden, sich dem Verfahren unserer 
Integralrechnung unterwerfen. Die Wahrheit diesei* Behauptung 
wird um so deutlicher hervortreten, als ihre Grenzen sich so 
weit ausdehnen, daß es keinen Teil der konkreten Mathematik 
gibt, dessen schwierigere und bedeutendere Erfindungen nicht 
in ihnen enthalten sind, Erfindungen, die sonst, trotz aller zu 
Hilfe gerufenen Deseartesschen Geometrie, für immer verborgen 
blieben. Daß dies sich wirklich so verhält, wird aus den 
Lösungen gewisser physiko-mechanischer Probleme klar werden, 
die von den hervorragendsten Mathematikern gestellt worden 
sind, und deren Lösungen teils nirgends, teils jedoch mit Unter- 
drückung des Verfahrens zu finden sind. 

Das erste, das beachtet zu werden verdient, ist dieses: 
die Frage ist, von welcher Natur die Kurve ÄDG sein mag, 

die folgende Eigenschaft hat. Wenn 
die Achse BF vertikal aufgerichtet 
ist, so durchläuft ein auf der Kurve 
frei herabgleitendes Gewicht in 
gleichen Zeiten gleiche vertikale 
Höhen. Gelangt also z. B. ein Ge- 
wicht oder eine Kugel, die im 
Punkte Ä ihre Bewegung beginnt, 
in einer Sekunde nach D, in einer 
zweiten nach (7, so soll die verli- 
kale Höhe ÄF des Punktes C das 
Doppelte der vertikalen Höhe AE 
des Punktes D sein, oder wenn die 
Zeit für AD sich zur Zeit für AF 
wie p za q verhält, so soll sich 
auch ^^zu ^i^verhalten wiepza q. 
Dieses Problem faßt Leihnix ungefähr in folgende Worte ®8): 
Eine Bahn zu finden, auf der ein herabgleitender 
Körper sich in gleichen Zeiten gleichviel der Hori- 
zontalebene nähert. 




Fig. 101. 
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Znr Lösung desselben muß folgendes vorausgesetzt werden, 
was schon an sich zur Genüge bekannt ist und auch in jedem 
Buche über die Natur der Projektile bewiesen wird. 

1. Wenn sich ein Körper gleichförmig oder gleichmäßig 
bewegt, so werden die durchlaufenen Wege den Zeiten pro- 
portional sein, und wenij^ sich zwei Körper mit ungleichen Ge- 
schwindigkeiten, aber gleichförmig bewegen, so werden sich 
die in gleichen Zeiten von ihnen durchlaufenen Wege wie die 
Geschwindigke^ten verhalten. 

2. Wenn ein *Körper auf einer vertikalen Geraden frei 
herabfilllt, so werden die durchlaufenen Wege den Quadraten 
der Zeiten proportional sein. 

3. In demselben Falle werden die durchlaufenen Wege den 
Quadraten der Endgeschwindigkeiten proportional sein, und 
daher werden die Zeiten sich verhalten wie die Endgeschwindig- 
keiten. 

4. Ein irgendwie, sei es auf einer Geraden oder auf einer 
Kurve, herabgleitender Körper wird in einem beliebigen Punkte 
dieselbe Geschwindigkeit erreichen, die er erreichen würde, 
wenn er von derselben Yertikalhöhe direkt heruntergefallen 
wäre. 

Wenn wir nach diesen Voraussetzungen das Problem mittels 
der Integralrechnung lösen wollen, müssen wir danach trachten, 
das auf mechanische Prinzipien sich stützende Problem in ein 
rein geometrisches zu verwandeln. Dies wird auf folgende 
Weise durchgeführt. 

Die gesuchte Kurve sei ÄDG(Fig, 102). Wenn der Körper auf 
ihr zu einem gewissen Punkte C gelangt ist, durchlaufe er in einem 
Zeitmoment mit seiner erworbenen Geschwindigkeit die unendlich 
kleine Strecke Co und die senkrechte Höhe Hc. Es sei jetzt 
der Körper in irgend einem andern Punkte D und absolviere 
in dem gleichen Zeitmoment die kleine Strecke Dd und die 
vertikale Höhe Od, Da die Zeitmomente gleich groß gedacht 
werden, so müssen also nach der Annahme auch die Höhen Od 
und Rc gleich sein. Nach Voraussetzung 1 verhält sich femer 
Dd zu Co wie die Geschwindigkeit in D zur Geschwindigkeit 
in a 

Es ist aber»*) 

Dd Dd Hc . n^ rr\ 

-C-c=Öd'-Gi (wegen ffrf = ^.) 
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d.h. 



DK OP 
ED' GL 



Durch den Punkt C ziehe man zu DK die Parallele CM. 
Dann wird 

DK\DE= GMiCF 
sein, also « 

DK FC CM CF CM 



ED CL CF CL 



CL 



Demnach verhält sich die Geschwindigkeit in D zur Qesohwindig- 
keit in C wie CM zu CL. Nach Voraussetzung 3 und 4 yerh&lt 




Fig. 102. 

sich aber das Quadrat der Geschwindigkeit in D zum Quadrat 
der Geschwindigkeit in C wie ED zu CF^ also auch das Quadrat 
von CM zum Quadrat von CL wie ED zu CF. 

Das vorgelegte Problem ist hiermit zu einem rein geome- 
trischen gemacht und läßt sich in abstrakter Form so stellen: 

Eine Kurve ÄDC mit folgender Eigenschaft zu 
finden. Zieht man in einem beliebig gewählten Punkte G 
die Tangente CL und zur Tangente DK in irgend 
einem andern Punkte D die Parallele CM^ so verhält 
sich das Quadrat von CL zum Quadrat von CM wie 
CF zu DE. 

Um dies zu lösen, sei ÄE=Xj ED = y, CF=a, CL =b. 
Dann wird sein 



GD=:dx und Gd = dy, mithin Dd =ydx^ + dy\ 
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Es ist aber wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke OdD und FGM 

Qd:Dd= CFiGM, 
d.h. 

also 



dy : Vdx\+ dy^ = a: GM^ 



GM= ^^y^^y^ „mithin cM2^^'dx^+fdy^ 

dy dy^ 

Da nun wegen der Eigenschaft der Kurve 

GL^:GM^= GFiDE, 



d.h. 



,„ a^dx^ + a^dy^ 



ist, so erhält man nach Reduktion der Gleichung 

V^ydy^ — (i^dy^ = a^dx^j 
mithin 



dy ' Vb^y — a^ = dx • Va^. 

Nimmt man die Integrale, so gelangt man zu folgender Gleichung, 
die die Natur der gesuchten Kurve AD ausdrückt ^^) : 

(t^ — y^) ^^^y — a^ = ajVaS. 
Es sei AE, d. h. x, = o. Dann wird 

ED, d. h. 2/, = T2 "^ ^^' ^^®^ ^®* 

ein Zeichen, daß der Körper, bevor er 
die Kurve erreicht, zunächst vom Punkte 

A aus auf der Strecke AG = tu herabfällt. 

Wollen wir daher die Gleichung, die 
die Natur der Kurve durch eine Be- 
ziehung der Ordinaten zur Achse PG aus- 
drückt, so müssen wir setzen 

DP=DE—AO = y — -:r^ = x. 




Fig. 103. 



Dann verwandelt sich die gefundene Gleichung in folgende 



142 



Johann Bemoolli. 



und wenn man sie rational macht; ergibt sich 

4 9a3 

-—b^z^ = a^x^ oder tth^^ = ^^« 
9 46-* 

Diese Gleichung zeigt, daß die Kurve OD eine kubische Pa- 

9a3 
rabel zweiter Art ist, deren Parameter = -jtj • 



Vierunddreißigste Vorlesung. 

Andere LSsnng der Aufgabe von der Kurve gleichmäßigen 
Abstiegs. Auffindung der parazentrischen Isochrone. 

Die Aufgabe, die wir in der vorigen Vorlesung gelöst haben, 
läßt sich auf folgende Weise leichter lösen, wobei nur ein 
einziger Buchstabe als bekannt und konstant angenommen 
wird. 

Es sei ÄDd die gesuchte Kurve, auf der ein Körper in 
gleichen Zeiten gleichviel zur Horizontalebene herabsinkt. Dann 
wird das erste Kurvenstückchen Äa, das im gleichen Zeitmoment 

wie Dd durchlaufen wird, gleich der 
senkrechten Höhe Qd sein, weU eben 
das Kurvenstttckchen Äa selbst die 
vertikale Höhe im Punkte Ä ist. 
Daher verhält sich die Geschwindig- 
keit in Ä zur Oeschwindigkeit in D 
wie Gd zu Ddj steht also zu ihr 
in einem endlichen Verhältnis. Dar- 
aus folgt, daß der Körper in Ä schon 
eine erworbene Geschwindigkeit hat 
Es ist deshalb nötig, daß der FaU 
in einem höher gelegenen Punkte L 
be^nnt, derart, daß bei der Ankunft 
in Ä jene Geschwindigkeit erreicht 
ist. Dies vorausgesetzt sei ÄL = a, 
ÄE=x^ ED = y, Ee = dx und Od = dy. Es wurde be- 
reits gezeigt, daß die Geschwindigkeit in Ä sich zur Geschwin- 
digkeit in D verhält wie Od zu Dd, also wie dy zuVdx^+dy^. 
Es verhält sich aber die Geschwindigkeit in Ä zur Geschwin- 
digkeit in D wie VAL znVDE+AL oder, wenn man will, 



c £ 



Fig. 104. 
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nnd 



das Quadrat der Geschwindigkeit in ^ zu dem in D wie J.L zu 
DE-\- ALy d. h. wie a zu y+ a. Mithin ist 

ydy^ + ddy'^ = adx^ + ady^ 

dy*Vy = dX' ^a 
nnd, wenn man integriert, 

^yVy =. xYa oder \y^ = ax^ 

y^ = ^ ax\ 

Dies zeigt, daß die Kurve ADd eine kubische Parabel zweiter 
Art ist, deren Parameter = ^a = ^LA, 

Will man nun eine andere Kurve finden, durch deren Ab- 
wicklung jene Parabel beschrieben wird, so muJß man im Punkte D 
eine Senkrechte DR ziehen, 
die gleich /^"^ 



oder endlich 



2y + 2a ^/-i— 

-^-^ Vy^ + ay 




Fig. 105. 



a 

ist®*). Dann wird der Punkt 
B auf der gesuchten Kurve 
AB liegen. Sie hat die 
Eigenschaft, daß ein am 
Ende D des Fadens BD 
angehängter Körper, dem 
im Punkte A die Geschwin- 
digkeit erteilt wird, die er 
beim Herabfallen von L er- 
reichen würde^ unter Abwicklung des Fadens von der Kurve AB 
die Kurve AD beschreibt und daher in gleichen Zeiten gleich- 
viel zur Horizontalebene herabsinkt. 

Wir haben bis jetzt gesehen, daß die Kurve, auf der ein 
Körper gleichmäßig der Horizontalebene sich nähert, eine 
kubische Parabel zweiter Art ist. Jetzt wollen wir sehen, wie 
beschaffen die Kurve sein muß, auf der herabgleitend ein Körper 
sich gleichmäßig einem Punkte gegebener Lage nähert. 

Um diese Aufgabe zu lösen, sind dieselben Voraussetzungen 
zugrunde zu legen wie beim vorigen Falle, und zwar werden 
wir sie auf zwei Arten lösen können. Die eine ist jener nicht 
unähnlich, die wir bei der vorigen Aufgabe zuerst angewandt 
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A 

a 



haben, die andere ist fast dieselbe wie die zweite bei der 
vorigen Aufgabe. Da aber jene etwas weitschweifig ausfällt, 
nnd überdies dabei mehr Buchstaben anzuwenden sind, so 
woUen wir sie auslassen und die zweite in Angriff nehmen. 
F sei ein seiner Lage nach gegebener Punkt. Man ziehe 
durch ihn die VertikaUinie FAL und wähle auf ihr nach Be- 
lieben den Punkt A als Anfangspunkt 
der gesuchten Kurve ABd, Man stelle 
sich vor, der herabgleitende Körper 
sei zu einem Punkte d gelangt und 
habe in einem Zeitmoment die kleine 
Strecke Dd durchlaufen. Zieht man 
also die Geraden FB^ Fd und be- 
schreibt um den Mittelpunkt F den 
kleinep Bogen dH^ so wird der Rest 
BH zeigen, um wieviel der Körper in 
einem Zeitmoment dem Punkt F näher- 
rtlckt. Da aber am Anfang der Kurve 
der Köi'per direkt in der Richtung 
nach F herabsinkt^ so wird das Kur- 
venstückchen Aa^ das in einem Zeit- 
moment durchlaufen wird, nach Yoraus- 
Setzung gleich BR sein. Hieraus folgt 
wie früher, daß der Körper in A schon 
eine erworbene Geschwindigkeit be- 
sitzen muß. Es sei also AL jene 
Höhe, von der der Körper herabfallen 
muß, um diese Geschwindigkeit zu 
erlangen. Man setze jetzt Ah = a, 
AF=h^ AF=OB^x, EB = 
A0 = y,6E=GB = dx, Od=dy^ 




Fig. 106. 



Bd = Vdx^ + dy^. Dann wird sein 



. FO^b — y, FB=Vb^'- 2by + «/2 + a;2 
und das Differential von FB 



— bdy + ydy + xdx 
yb^'^2by + y^ + x^ 



= BH 



I 



Da sich nun Bd zu Aa oder BH verhält wie die Geschwindig- 
keit in B zur Geschwindigkeit in A^ so wird sich das Quadrat 
von Bd zum Quadrat von BH verhalten wie das Quadrat der 
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Oescbwindigkeit in D zum Quadrat der Geschwindigkeit in Äy 
d. h. wie ED + ÄL zu AL, Es ist also 

r 

^ "T" 2/J' i)2^2by + y^-+x^ 

Wenn man die Proportion auf eine Gleichung bringt, so kommt 
heraus : 

[ab^ —2aby + ay^)dx^ + ax^dy^ = [b^y -'2by^ + y^)dy^ 
+ ( — 2bQcy + 2xy^]dxdy + ( — 2abx + 2axy)dxdy + xhjdx^, 

um diese Gleichung auf weniger Glieder zu reduzieren, 
setze man b — y^ d. h. FO^ = x. Dann ergibt sich 

az^dx^ + ax^dx^ = bx^dz^ — x^dx^ + {2bxx — 2xx^)dxdx 

+ 2ax^<Zx<ZÄ + bx^dx^ — xx^dx^. 

Jetzt ist nach den Formeln für quadratische Gleichungen der 
Wert von dx oder dx zu suchen und^ wenn es möglich ist, 
beiderseits das Integral zu nehmen. Die dann sich ergebende 
Gleichung wird die Hatur der gesuchten Kurve zeigen. Nehmen 
wir einen speziellen Fall, und setzen wir voraus, der Punkt F 
liege in A, d. h. b sei gleich NuU^^]. Dann erhalten wir unter 
Beibehaltung der Buchstaben der früheren Gleichung 

ay^dx^ + ax^dy^ = y^dy^ + 2xy'^dxdy + 2axydxdy + xh^dx^, 

also 

, 2xy^dxdy + 2axydxdy + y^dy^ — ax^dy'^ 

ax^ = r r , 

ay^ — x^y 

mithin 



ax = dy ^ 

ay^ — x*y 

Nimmt man, wenn es möglich ist, beiderseits die Integrale, so 
erhält man die Natur der Kurve. 

Um eine andere Gleichung in den Differentialgrößen zu finden, 
die aus weniger Gliedern besteht, muß man andere Größen als 
Unbestimmte annehmen. Wenn dann deren gegenseitige Be- 
ziehung bekannt wird, ist die gesuchte Kurve nicht weniger 
bestimmt als auf die vorige Weise. Man nenne daher AD = x 
und setze das übrige wie früher, also CDs=yy AL = üy 

Ostwalds Klassiker. 194. 10 
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da = dy (Flg. 107}. Daon wird dieamal dB = dx = dem 
ersten Sttickohen Aa sein, ÄG ^ Vx^ — y' nnd das Differeo- 
Üal Ca oder DO = [xdx — ydy) : Vx* — y^^ q])! 4. g^j = 
i>ci>. Man findet also 



Di» = 



3;ä|f j;1 — 2xydxdy + Jt'dy' 
a;S — w* 



Es rerhUt sich aber das Quadrat von Dd zum Qaadrat von Aa 
oder dS wie das Qaadrat der Geschwindigkeit in D zom 

Quadrat der Geschwindigkeit in A, d. h. 

wie DC-i-AL zn AL. Demnach ist 




x^dx^ — Zxydxdf/ + a!My*_ 

= {y + a):a, 



dxi = 



mithin 

yx^dx^ — yH^ — ayHx' = 
= ax'^dy^ — 2axydxdy. 

Man addiere bdderseits ay^dx'^ nnd divi- 
diere durch a. Dann erhllt man folgende 
Oleichnng: 



dx • Vyx^ — y' _ 



■■ xdy — ydx. 



Fig. 107. Diese Oleichnng ist einfacher als die 

frohere. Wollen vir sie in die andere ver- 
wandeln, dnrch die die Beziebong der Abszisse A C zur Ordinate 
GD ansgedrQckt wird, so bezeichne man AC mit x nn d setze 
statt X einVai^ + y*, statt dx aber {xda + y dy) :V^ + y^ 
Dann verwandelt sich die gefondese Gleichang in folgende 



[»d» + y 



'<^ 



- = iy . y^i _|_ j,S _ 



oder nach Redaktion der Oleichnng in 
\^d%-^yd.y)Vy = {%dy - 
oder, wenn man ^ = «n^ : a setzt, in 

^.in^dm -\- a^zdz = 2d*xdm — a^md». 



■dz-{-y^i 



Vx-' + y^ 
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m 

Lassen sieb ans diesen Größen nach den bei der umgekehrten 
Tangentenmethode angegebenen Regeln die Integrale nehmen^ 
so ergibt sich daraus die Natur der Kurve ®^). 



Fünfiinddreißigste Vorlesung. 
Anfflndang der Isocbrone oder Tantocbrone. 

Wir wollen uns jetzt einem andern Problem zuwenden, das 
Herr Huygens gelöst hat ®^), und das, wie er zeigte, von nicht 
geringem Nutzen bei den Pendeluhren oder Schwingungsuhren 
ist. Es ist nämlich bekannt, daß die kreisförmigen Schwin- 
gungen nicht in gleichen Zeiten ausgeführt werden, da sie einen 
kleineren Bogen in kürzerer Zeit als einen größeren beschreiben. 
Daher können kreisförmige Schwingungen bei den Uhren nicht 
in Anwendung kommen. Sonst würde nämlich die Zeit nicht 
gleichmäßig gemessen werden. 

Um nun diesem Übelstande zu begegnen, wird folgendes 
Problem gestellt: 

Eine Kurve zu finden, die so beschaffen ist, daß 
ein Körper, der auf ihr irgendwo herabzugleiten be- 
ginnt, stets in dem gleichen Zeitraum zum untersten 
Punkte der Kurve gelangt. 

Der Sinn dieses Problems ist folgender. Man soll eine 
Kurve ABG^ deren Achse AD vertikal ist, finden von solcher 
Art, daß der Körper J9, der von irgend einem Punkte B auf 
der Kurve herabgleitet, in derselben Zeit nach A gelangt, als 
wenn er von einem andern Punkte G herabgeglitten wäre. 
D. h. wenn zwei in JB, (7 befindliche Körper gleichzeitig herab- 
zugleiten beginnen, so sollen sie in demselben Zeitpunkt an der 
untersten Stelle A zusammentreffen. 

Um dies zu lösen, finden dieselben Voraussetzungen, die 
wir bei den vorigen Aufgaben gemacht haben, statt. Damit 
die Teilungen die Auffassung weniger verwirren, setze man 
das Kurvenstück AB auf die andere Seite. Man teile AG in 
unendlich viele gleiche Teile Ac^ cd, de^ efy fg usw. und das 
Stück AB in ebensoviele gleiche Teile -46, 6/, /m, mn usw. 
Unsere Kurve muß nun von solcher Art sein, daß das Teil- 
chen Gi in derselben Zeit durchlaufen wird wie das Teilchen Bq 
und ih in derselben Zeit wie qp, hg in derselben Zeit wie|?o, gf 
in derselben Zeit wie on und so fort. Auf diese W^ise wird 

10* 
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nämlicli das ganze Stück GÄ in derselben Zeit dnichmessen 
wie BÄ. Nachdem man dies gnt eingesehen hat, bemerke 
man folgendes: Da die Stückchen Äh^ Ao in dem gleichen 




Fig. 108. 

Zeitmoment dnrchlanfen werden, wird sich die Geschwindigkeit 
in h zur Geschwindigkeit in c yerhalten wie hÄ zvl cÄy d. h. 
wie das ganze Stück BÄ zu dem ganzen Stück CAy mithin 
das Quadrat der Geschwindigkeit in b zum Quadrat der Ge- 
schwindigkeit in c wie das Quadrat Yon BA zum Quadrat 

von GA. Es ver- 
F C bält sich aber das 

Quadrat der Ge- 
schwindigkeit in b 
zum Quadrat der 
Geschwindigkeit in 
c wie die rertikale 
Höhe ^^ zu der 
vertikalen Höhe 
AF, also das Qua- 
drat von AB zum 
Quadrat von AG 
wie AE ZVL AF. 
Somit ist das me- 
chanische Problem 
in ein geometrisches übergeführt, das darauf hinauskommt, 
eine Kurve zu finden, bei der die Quadrate beliebiger Stücke 
ABj AG den Abszissen AEy AF proportional sind, d. h. 

AB^:AG^ = AE:AF, 

mithin AB^ zu AE in konstantem Verhältnis. 




Fig. 109. 
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Dieses Verhältnis sei nun wie a zn 1, ferner sei ÄE = x^ 
EB = ^, AB := 8, also nach der gefundenen Eigenschaft 

Diese Proportion gibt, wenn man sie auf eine Gleichung reduziert, 

also 

s ^=zYax 

und, wenn man differenziert, 

adx 



ds = Vdx^ + dy^ = 



2yax 
Man nehme die Quadrate: 

adx^ 
dx^ + dy^ = —-: — oder ^xdx^ + 4:xdy^ = adx^ 

4:X 

und 

4kxdy^ = adx^ — 4txdx^, 

Zieht man die Wurzeln, so kommt 

dyV4tX r=z dxVa — 4x, 
mithin 



dxVa — 4tX dx }/\a — x (\a — x)dx 

/TS Yx y \ax — a;2 
(|-a — x)dx \adx 

y \ax — x^ y \ax — x2 

und, wenn man die Integrale nimmt, 

^adx 



y =y-^ax — a;2 -j« lntegi\ 



y \ax — x2 



Dieses Integral erhält man aber, wenn man einen Halbkreis AOF 
herstellt, dessen Durchmesser ÄF = \a ist (Fig. 110); wenn 
dann AE =^x ist, wird 

Bogen AO = Integr. — -=£= 

y\ax — a;2 

sein. Es ist aber 

y^ax^x^ = EG, 
folglich 

EB = y = EG+ QA oder GA = GB. 
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Hieraus geht hervor , daß die Kurve AB eine Zykloide iat. 
Dies hätte auch vor der Eechnmig ans folgendem sich ergeben: 

Die zykloidale Kurve AB ist das Doppelte der Strecke AO^ 
die Quadrate der Strecken AO aber verhalten sich, da sie 
gleich den Bechtecken FA'AE sind, wie die Abszissen AE, 




Fig. 110. 

Daher verhalten sich auch die Quadrate der Stücke AB wie 
die Abszissen. 

Hieraus läßt sich jetzt leicht ein synthetischer Beweis 
dafür ziehen, daß ein Körper auf der Zykloide überall 
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I 



in gleichen Zeiten nach unten gelangt. Es sei nämlich BAC 
die Zykloide, und es mögen zwei Körper den Abstieg be- 
ginnen, der eine in B^ der andere in C Ich behaupte, daß 
diese Körper in der gleichen Zeit nach A gelangen. Man 
teile in der Tat die beiden Stücke in unendlich viele Teile in 
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gleicher Anzahl, und es stehe qp auf BÄ an der Stelle, 
wo ik auf CA sich befindet. Nun schließe ich so: 

FA'.EA= CA^ : BA^ = ih^ : qp^ = Ai^ : Aq^ = AR: AS, 

mithin 

FA:EA = AR:AS, 
also auch 

(FR oder Li) : (ES oder Jlfg) = ih^ : g|?2. 

Es yerhält sich aber Li zu Jlfg wie das Quadrat der Ge- 
schwindigkeit in i zum Quadrat der Geschwindigkeit in q^ mithin 
ih^ zu qp^ wie das Quadrat der Geschwindigkeit in i zum 
Quadrat der Geschwindigkeit in g, also ih zu qp wie die Qe- 
schwindigkeit in i zur Geschwindigkeit in q. Das Stückchen ih 
wird demnach in derselben Zeit durchlaufen wie das Stück- 
chen qp. Was von diesen beiden bewiesen ist, läßt sich in 
gleicher Weise auch für alle andern beweisen. Daher wird 
das ganze Stück CA in derselben Zeit durchlaufen wie das 
ganze Stück BA^^). 

Dieser Beweis hatte nicht einen so großes Apparat nötig 
wie jener des P. PardieSy der sein konfuses Chaos noch dazu 
mit der in aller Kürze bewiesenen Erfindung des Huygens yei^ 
gleichen wollte. 

Wollen wir nun auf bequeme Weise bewirken, daß die 




Fig. 112. 

Schwingungen in gleichen Zeiten Yor sich gehen, so sind zwei 
gleiche Zykloiden zu konstruieren, ABG und ADEj deren 
Achsen vertikal sind, und es ist ein der halben Zykloide 
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gleicher Faden im Punkte Ä zu befestigen. An das andere 
Ende hänge man das Gewicht P. Dann werden die Schwin- 
gungen des Gewichtes P isochron sein. Denn durch die Ab- 
wicklung der Zykloide ABG oder ADE wird eine andere 
Zykloide QPR beschrieben, die also in gleichen Zeiten durch- 
laufen werden wird. 



Sechsunddreißigste Vorlesung. 
Über die Seil- oder Kettenliiiien. 

Welche Wichtigkeit das Problem der Kettenlinie in der 
Geometrie besitzt, kann man aus den drei Lösungen ersehen, 
die in den Leipziger Acta des vorigen Jahres (1691) stehen, 
und hauptsächlich aus den Bemerkungen, die der berühmte 
Leibnix^^) dort macht. Der erste, der über diese Kurve nach- 
gedacht hat, die von einem frei hängenden Faden oder besser 
von einer dünnen unausdehnbaren Kette gebildet wird, war 
Oalilei, Er drang aber nicht in ihr Wesen ein, behauptete 
vielmehr, sie sei eine Parabel, was sie jedoch keineswegs ist 
Joachim Ju/ngitcs bekam, wie Herr Leibnix bemerkt, durch 
Bechnung und viele Versuche, die er anstellte, heraus, daß sie 
keine Parabel ist. Jedoch hat er die wahre Kurve nicht an- 
gegeben. Daher blieb die Lösung dieses wichtigen Problems 
unserer Zeit vorbehalten. Wir bringen sie hier zugleich mit 
der Bechnung, die in den Acta der Lösung nicht beigefügt ist, 
zur Darstellung. 

Es gibt übrigens zwei Arten von Kettenlinien, die gemeine, 
die von einem Faden oder einer Kette gleichmäßiger Dicke 
gebildet wird oder in allen ihren Punkten gleichmäßig be- 
schwert ist, und die nicht gemeine, die von einem Faden un- 
gleichmäßiger Dicke gebildet wird, der also in allen seinen 
Punkten ungleichmäßig beschwert ist, und zwar im Verhältnis 
der Ordinaten irgendeiner gegebenen Kurve. 

Bevor wir an die Lösung herangehen, sind folgende Vor- 
aussetzungen voranzuschicken, die aus der Statik leicht be- 
wiesen werden können. 

1. Der Faden, das Seil, die Kette, oder was immer die 
Kurve darstellt, wird in allen seinen Punkten als biegsam und 
unaüsdehnbar angenommen, d. h. es erfährt wegen seiner 
Schwere keine Ausdehnung. 
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2. Wenn die Eettenlinie ABC in irgend zwei Punkten Ä 
und G festgehalten wird, so werden die Kräfte, die in den 
Punkten Ä und C erforderlich sind, dieselben sein, die zum 
Halten eines Gewichtes D 
gehören, das gleich dem Ge- ^^ 
wicht der Kette ABC ist 
und sich im Tre£^unkt 
zweier gewichtsloser Fäden 
ADj GD befindet, welche 
die Kurve ABG in den 
Punkten A und G berühren. 
Der Grund hierfür ist klar; 
denn das Gewicht der Kette 
AB G übt seine Wirkung in 
A und G nach einer Rich- 
tung aus, d. h. nach den 
Tangenten AD^ GD, und 
der Zug desselben oder des 
gleichen Gewichtes D in ^ 

und G gebt ebenfalls nach den Garaden AD und GD, Daher 
müssen auch die in den Punkten A und G erforderlichen Kräfte 
in beiden Fällen dieselben sein. Hiemach erhält man die Kraft, 
die im untersten Punkte B nötig ist, wenn man die Kraft 
sucht, die das Gewicht E in demselben Punkte ausübt, wenn 




Fig. 113. 





Q8 von zwei gewichtslosen Fäden gehalten wird, deren einer 
die Kurve in B berührt, also horizontal ist, während der an- 
dere sie im Punkte A berührt. 

3. Wenn eine in zwei Punkten A und G befestigte Kette 
in irgendeinem andern Punkte F festgemacht wird, so daß man 
den Teil AF fortnehmen kann, ändert sich die Kurve, die das 
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übrige Kettenstück FBG darstellt, nicht, d. h. die übrigen 
Punkte werden in derselben Lage, die sie vor der Festmachnng 
hatten, bleiben. 

Dies bedarf keines Beweises. Denn die Yemnnft rät dazu 
und die Erfahrung stellt es uns täglich vor die Augen. 

4. Behalten wir die vorigen Annahmen bei, so ist vor und 
nach der Festmachung dieselbe, d. h. die ursprüngliche Kraft 
an den einzelnen Stellen der Kurve nötig, oder es wird, was 
auf dasselbe hinauskommt, ein Punkt nach der Festmachung 
mit derselben Kraft gezogen werden, mit der er vor der Fest- 
machung gezogen wird. Dies ist nichts anderes als ein Korollar 
der vorigen Nummer. Hiernach wird, wie man auch die Kette 
BFA verlängern oder verkürzen mag, d. h. wo man auch den 
Befestigungspunkt F wählen mag, die Kraft an der untersten 
Stelle B weder vermehrt, noch vermindert werden, sondern 
immer dieselbe und die gleiche bleiben. 

5. Das Gewicht P, das durch zwei irgendwie gelegene 
Fäden ABy OB gehalten wird, übt seine Kräfte in einem sol- 
chen Verhältnis auf 
die Punkte Ä und G 
aus, daß die in ^ 
nötige Kraft sich zu 
der in G nötigen Kraft 
verhält wie (nach 
Ziehen der Vertikalen 
BO) der Sinns des 
Winkels GBG zum 
Sinus des Winkels 
ABO und das Gewicht 

P zu der einen Kraft in G wie der Sinus des ganzen Winkels 
ABG zu dem Sinus des entgegengesetzten Winkels ABO, Dies 
wird in jeder Statik bewiesen. 

Dies vorausgesetzt, finden wir die gemeine Kettenlinie auf 
folgende Weise. BAa sei die gesuchte Kurve, B ihr tiefster 
Punkt, die Achse oder die durch B hindurchgehende Vertikale 
BOy die Tangente im tiefsten Punkte, die horizontal sein wird, 
BEy und AE die Tangente in irgendeinem anderen Punkte A. 
Man ziehe die Ordinate A O und die Parallele EL zur Achse. 
Es sei BO = x, OA = yy Og = dxj Ha =^ dyj und das 
Gewicht der Kette oder, weil sie gleichmäßig dick ist^ die 
Länge der Kurve BA = $, Da nun im Punkte B immer 
eine gleiche und konstante Kraft erfordert wird (nach Voraus- 




Fig. lie. 
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Setzung 4), sei eS; daß die Kette verlängert, sei es, daß sie 
verkürzt wird, so sei jene Kraft oder die sie ausdrückende 
Strecke G = a. Man denke sich jetzt das Gewicht der Kette 
AB konzentriert and aufgehängt im Tre£^nnkt E der be- 
rührenden Fäden AE^ BE\ dann wird (nach Vpranssetznng 2) 
im Punkte B dieselbe Kraft zum Halten des Gewichtes E er- 
fordert, wie sie vorher zum 
Halten der Kette BA nötig 
war. Es verhält sich aber 
(nach Voraussetzung 5) das 
Gewicht E zur Elraft in J9, 
wie der Sinus des Winkels 
AEB oder seiner Ergän- 
zung zu zwei Hechten EAL 
zum Sinus des Winkels A EL^ 
d. h. wie EL zu AL, Wo 
man also auch auf der 
Kurve den Festmachungs- 
punkt A wählt (die Kurve 
bleibt nach Voraussetzung 3 

immer dieselbe], verhält sich das Gewicht der Kette AB 
zur Kraft in B wie EL zu AL^ d. h. es ist 

5 : a = EL : AL = AH: Ha = dxidy 

und, wenn man umkehrt, 

dy:dx=ia:s. 

Hieraus geht hervor, daß die Kettenlinie BA dieselbe ist, deren 
Konstruktion und Natur wir oben bei der umgekehrten 
Tangentenmethode gegeben haben (vgl. Seite 50], wo wir 
zuerst die Proportion dy : dx = a : s in folgende Gleichung 
Überfahrten 

adx 

^"^ V2ax + x^' 



Fig. 117. 



worauf dann die Kurve durch Bektifikation der Parabel wie 
auch durch Quadratur der Hyperbelfläche konstruiert wurde. 
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Siebenunddreißigste Vorlesung. 

Fortsetzung desselben Gegenstandes. Über die Seil- 
oder Eettenlinien. 

Damit die Richtigkeit unserer Lösung noch klarer wird, 
wollen wir prüfen, ob sie mit der Lösung des Herrn Leibniz 

Übereinstimmt. Seine Kon- 
struktion der Kettenlinie ist 
von folgender Art: 

Es sei NCP eine unbe- 
grenzte horizontale Gerade^ 
und über ihr werde die loga- 
rithmische Kurve OMBQ 
beschrieben *2)^ deren Sub- 

tangente also überall die 
gleiche oder konstant ist. 
Man suche die Ordinate CJ? 
heraus, die der Subtangente 
gleich ist, und nehme nach 
beiden Seiten hin zwei be- 
liebige gleiche Stücke C7jD, 
CP. Nun mache man DA 
gleich der halben Summe 
der Ordinaten JDJf, PO. 
Dann behauptet er, daß der 
Punkt Ä auf einer Ketten- 
linie liegt. 

Um zu untersuchen, ob 
diese Kurve dieselbe wie 
die von uns angegebene ist, 
muß man zusehen, ob die 




Fig. 118. 



Natur der Kurve BÄ durch dieselbe Differentialgleichung aus- 
gedrückt wird. Es sei daher OB oder die Subtangente = a, 
BG=x, QÄ=GD=y^DM=x, Qg — dx,Dd = Ha = dy. 
Dann wird nach der Natur der logarithmischen Kurve xdy = adz 
sein, mithin 

xdy 



dx = 



a 



Da nach der Konstruktion CD = GP ist, so wird DMiCB 
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= GB:PQ sein, mithin PQ = a^:x und ^DJIf-f|jPO, 
d. h. nach Konstruktion DA^ 

= T = CB + BG = a + x, 

2x ' 

also 

«2 = 2ax + 2xx — a2. 

Diese Gleichung gibt^ wenn man sie auflöst, 

X = a + x^ V2ax + x'^ , 

also 

(a + x) dx 
dx = dx+ j = t 

V2ax + a;2 

Setzt man den Wert von x in die frühere Gleichung dx = — ^ 

a 

ein, so kommt heraus 

^^ (g + a;) (Zx _ g^y ^ g^^y + dy - }/2aa; + x^ 
y2ax + x^ a 

oder 

arfa;-y2aa;+x2+a2(^a;+aa;(fa; , . , . , ,/;; ; — ö 

: =^ady-\-xdy-{-dy'V2ax+x\ 

y2aX'{'X^ 

Dividiert man auf beiden Seiten mit a + «;-}- y2 ax + aj^? so 
erhält man 

adx 

y — = = dy. 
V2ax + x^ 

Da diese Gleichung dieselbe ist wie die, welche wir gefunden 
haben, so folgt, daß auch die Kurve BÄ unsere Kettenlinie 
ist, und daß die LeümixBahe Konstruktion, so verschieden sie 
auch von der oben von uns gegebenen sein mag, doch keine 
andere Linie erzeugt. 

Es bleibt noch übrig, die wichtigsten Eigenschaften der 
einfachen Kettenlinie hinzuzufügen, und zwar mit Rechnung 
und Beweis, was in den Acta nicht geschehen ist. Wir wollen 
die Figur anwenden, die in den Acta steht. Dort ist EBF 
die Seillinie, B der tiefste Punkt, BA die Achse, BO die 
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gleichseitige Hyperbel, die man die erzengende nennen könnte, 
BH die Parabel, durch deren Rektifikation die Eettenlinie 
EBF konstruiert ist. 

1. Zieht man die Tangente FDy so wird ^ein ÄF:ÄD = 

= BG:(BFy der Kurve). 
Denn es ist 

ÄFiÄD = dy:dx. 

Wir haben aber bei der 
Rechnung gefunden 

dy:dx = a:s. 

Also ist die Behauptung 
richtig. 

2. ÄE oder AF ist 
gleich der parabolischen 
Kurve BH, vermindert um 
die Strecke ÄO. Dies ist 
klar, weil bei der Konstruk- 
tion EO gleich BH ge- 
nommen werde. 

3. Die Kurve BE oder 
BF ist gleich der Strecke 
AOy d. h. die Stücke der 
Seilkurve bilden, wenn man 

sie als Ordinaten auf die Achse setzt, eine gleichseitige 
Hyperbel. Das ist eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser 
Kurve. Wir haben dies bei der umgekehrten Tangentenmethode 
bewiesen. (Vgl. Seite 52.) 

4. Die Seillinienfläche BAE oder BAF ist gleich dem 
Rechtecke aus BA und AFy vermindert um das Rechteck über 
OB und FG. Da nämlich 




Fig. 119. 



dy = 



<zdx 



ist, so wird 
xdy = 



axdx 



V2ax + a;2 
(öKC -J- a2) dx 



a^dx 



y2ax + x^ V2ax + x^ 
(ax + a^) dx 



y2ax + x^ 



V2ax-+x'^ 



— ady. 
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Also ist Integral xdy^ d. h. das Komplement der Fläche BÄF^ 
gleich dem Integral des letzteren, also gleich 



a V2ax + x^^ay == GB-AG-- CB'AF= CBFGy 

mithin die Fläche BAF selbst 

= BA . AF— OB . FG. 

5. Die Knrve MNOy durch deren Abwicklung die Seil- 
linie BE beschrieben wird, ist die dritte Proportionale zu GB 
und AG. Um die Richtigkeit hiervon zu finden, suche man 
zuerst die Abwickelnde EO , Yon der wir oben in dem 
Artikel über die Abwicklung der Kunren allgemein gezeigt 
haben, daß sie bei allen Kurven gleich 



— d^ydx 
ist (vgl. Seite 71). Bei der yorliegenden Kurve ist nun 

dx^ + dy^ = ds^ = (a2+ 2aa; + ^2) a^2 
^ 2ax + x^ ' 

und da 

adx 

dy =—=== 
y2ax + x^ 

ist, so wird 

(a2 + ax) dx'^ 
d^y=^ 



{2ax + x^)V2ax + x^ 
Man findet daher für den ganzen Ausdruck: 



[d x^ + dy '^) Vdx^ + dy^ a2 + 2 aa; + x2 

— — = EU = 

— d^ydx a 

Zieht man hiervon das ab, was bei der Annahme x =^ o her- 
auskommt, so bleibt übrig 

2axA'X^ ^ 

-^- — == der Kurve HNO, 

a 



Es verhält sich also a oder GB zu V2aa; + a;2 oder^G' wie 
AG zu HNO. 
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6. Die abwickelnde Qerade EO ist die dritte Proportionale 
zu GB und GA, Denn wegen 

a2 + 2aajH-a;2 



^0 = 



a 



verhält sich a oder GB zu a + a: oder CA wie CA zu EO. 

7. Die Gerade BM^ bis zum Anfang der Kurve HNO ge- 
nommen, ist gleich CB. Wenn nämlich ac = o ist, so wird 
die Abwickelnde EO^ die jetzt ^Jf ist, gleich a = (7^. 

8. MP ist das Doppelte von BA. Weil 

_ 2 ax -4- cc^ 
a 

ist, wird das Differential 

(2a+2x)dx 



Oo = 



a 



Es ist aber das Dreieck Oop ähnlich dem Dreieck E8R und 
daher auch dem Dreieck eER, folglich Ee : ER = Oo :po^ d. h. 

adx + xdx adx 2adx -4- 2xdx 

V2aa; + a:2' V2aa; + a;2"" a '"^ ' 

also 2(Za; = ;?o und, wenn man integriert, 2x = PM, 

9. Das Rechteck aus GB und PO ist das Doppelte der 
Hyperbelfläche ABG. Da nämlich E6:Oo = eR:pO, d. h. 



also 



r j- - : = dx'.pOy 

y2ax + x^ a ^ ' 



2(£a;- V2aa; + a;2 
pU = 



a 



so ist 



GBpO = 2dxV2ax + x^ 

und, wenn man integriert, 

GB'PO = der doppelten Hyperbelfläche ABQ. 

10. Die Strecke (7P wird im Punkte A halbiert. Da 
nämlich MP = 2x ist, so wird jBP=2ic + a, BP—BA 
oder ^P = ic + a = GA sein. 
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11'. Die Kurve EB verhält sich zur Kurve HNO wie die 
Strecke GB zur Strecke Ä G, Denn es verhält sich EB^ d. h. 

, 2ax-\-x^ . , 

y2ax + x^j zu MNO oder wie a zu y2ax-{-x^j 

also wie GB zu AG. 

12. Wenn man auf ^6^ zwei Rechtecke AJ, AK aufsetzt, 
deren eins AJ dem aus der halben Transversalachse GB und 
der Strecke FG gebildet, das andere AK der Hyperbelfläche 
B GA gleich ist, und man trägt vom Scheitel B auf der Achse 
ein Stück BL ab, das gleich der Breitendifferenz JST/ ist, so 
wird der Punkt L der Schwefpunkt der Seillinie EBF sein. 
Dies wird an einer andern Stelle bewiesen. 

13. Wenn man sich über EF unendlich viele Kurven be- 
schrieben denkt, die der Seillinie EBF gleich sind, und man 
streckt sie geradlinig aus und bringt in den einzelnen Punkten 
einer solchen Strecke Ordinaten an, die gleich den betreffen- 
den Abständen von der Geraden EF sind, so wird von allen 
Flächen, die auf diese Weise zustande kommen, diejenige 
die größte sein, die bei der Seillinie entsteht. 

Dies wird mit Hilfe jenes Axioms bewiesen, daß der 
Schwerpunkt so weit herabsinkt, als er herabsinken kann. 



Ostwalds Klassiker 194 IX 



M^MMM^MMMMMMW 



Anmerkimgeii. 



Johann Bemoulli (1667 — 1748) ist einer der genialsten 
Mathematiker der Leibnix^üAiQTi Schale. Ihm und seinem Bru- 
der Jakoh ist es hauptsächlich zu danken, daß der Leibnix^che 
Kalkül sich so schnell einbürgerte. 

Die hier zum ersten Male in einer Auswahl deutsch heraus- 
gegebenen »Lectiones mathematicae de methodo integralium 
aliisque conscriptae in usum ill. Marchionis Hospitalii« (Opera 
omnia, t. III, p. 386 — 558) stammen, wie im Titel ausdrück- 
lich hervorgehoben wird, aus dem Pariser Aufenthalt Johann 
Bernoullm (1691 — 1692). Eine Handschrift davon befindet sich 
in der Bibliothek zu Basel. Dagegen scheint die Differential- 
rechnung, von der Bemoulli in der Anmerkung auf Seite 3 
spricht, die also 1742 noch existierte, verloren gegangen zu 
sein. Sie war ebenfalls für den Marquis de F Hospital (1661 
bis 1704) niedergeschrieben. Es ist sehr zu bedauern, daß nicht 
einmal eine Abschrift davon sich erhalten hat. Wir wissen, 
daß es in Paris mehrere solche Abschriften gab. Man würde 
daraus sichere Aufschlüsse über die AbhängigkAt de VHospitah 
von Bemoulli gewinnen können, während man jetzt nichts De- 
finitives hierüber zu sagen vermag. 

Nach Johann Bemoulli^ Darstellung war er es, der den 
Marquis zuerst in die Leibnix&che Infinitesimalrechnung ein- 
führte. Er überließ ihm Manuskripte, die de V Hospital ohne 
Bemoulli^ Erlaubnis für sein berühmtes Buch: »Analyse des 
infiniment petits,« (1696) verwertete. 

Ein ganz anderes Bild von de VHospitah mathematischem 
Bildungsgang erhalten wir aus dessen Briefen an Leibnix, 
Es scheint danach^ daß der Marquis die Leibnixsclie Abhand- 
lung vom Jahre 1684, über die sich die beiden Bernoulli so 
sehr die Köpfe zerbrechen mußten, ohne fremde HUfe verstehen 
konnte und schon über recht gute Kenntnisse verfügte, als 
Johann Bernoulli in Paris eintraf. 
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Wem soll man nun mehr glauben, Bemoulli oder de P Hospital? 
Moritx Cantor entscheidet sich zugunsten des Marquis, wenn 
auch mit einigen Einschränkungen (Vgl. seine Vorlesungen über 
Geschichte der Mathematik, Band UI, Seite 216). Er beruft 
sich auf Bernoulli^ bekannte Ruhmredigkeit und die Tatsache, 
daß dieser auch sonst gelegentlich die Unwahrheit gesagt hat« 

In Bemoulli^ Streit mit Taylor ist auch die V Hospital-Yrtug^ 
eingehend erörtert worden, und in der Abwehrschrift ^M, Jo~ 
hannis Burcardi, Basiliensis, Epistola ad virum clarissimum 
Brook Taylor« (Acta Eruditorum, 1721; Johann Bemoulli, 
Opera omnia, t. II, p. 483) finden sich darüber sehr iirteres- 
sante Angaben. Sind auch diese unwahr, so ist über Ber- 
noulli^ Charakter kein Wort mehr zu verlieren. Denn offen- 
bar steht er hinter dieser Streitschrift. 

Es wird dort mit Zitaten aus Briefen operiert, die der be- 
kannte Mathematiker Pierre Remond de Montmort an Joh. 
Bemoulli gerichtet hat. Aus ihnen geht hervor, daß tatsäch- 
lich eine Handschrift der jBemot/ZZ^schen Differentialrechnung 
in de VHospitah Besitz war. Am 28. Okt. 1718 schreibt 
Montmort: 

»C'est d'un ami, qui ^tait k Paris avec vous et qui co- 
piait vos legons pour Mr. de VHospital, que le P^re Beyneau 
a tii*6 son Manuscript, dont j'ai bien remarqu^ quelques petits 
lambeaux dans son livre Analyse demontree: Le P^re Bixance 
en avait aussi un. Comme je pressais Mr. le M. de VHospital 
de me le prßter, il me donna une lettre pour le P^re Bixance, 
par laquelle il le priait de me pr^ter le sien; mais apparem- 
ment le mot ^tait donn6 pour n'en rien faire, car je ne l'eus 
point; le P. Beyneau me pr^ta le sien environ un an apr^s«. 

Es wird in der Streitschrift darauf hingewiesen, daß die 
hier genannten Männer noch am Leben seien [VHospital war 
es allerdings nicht mehr), und Taylor sie also fragen könne. 
»Veritati non renuent testimonium« (Sie werden der Wahrheit 
ihr Zeugnis nicht verweigern). So könnte man doch nicht 
sprechen, wenn die Sache nicht ihre Richtigkeit hätte. 

Aus den Briefen de VHospitah an Bemoulli hebt dessen 
Verteidiger zahlreiche Stellen hervor, die deutlich zeigen, wie 
sehr der Marquis seinen Lehrer auch nach dessen Abreise noch 
in Anspruch nahm. Er muß ihm eine Aufgabe nach der andern 
lösen, und jedesmal läßt sich die Stelle in der »Analyse des 
infiniment petits« nachweisen, wo die Bernoulli%Cihe Lösung 
verwertet ist. Auch während der Abfassung dieses Buches hat 

11* 



164 Anmerknngen. 

also der Marqnis fortgesetzt fremde Hilfe in Ansprach ge- 
nommen. 

Der einzige Vorwurf, den man Jöh, Bemoulli machen kann, 
ist der, daß er sich zuerst ohne jeden Widersprach ausnutzen ließ 
und dann später, seinem Edelmut entsagend, gegen den verstor- 
benen Freund häßliche Angriffe richtete. Er brach damit einen 
Vertrag, den er stillschweigend mit dem Marquis geschlossen hatte, 
dahin lautend, daß dieser Bemoulli^ Mitteilungen für sich ver- 
werten durfte wie sein geistiges Eigentum. 

Die Integralrechnung BemovMi^ steht, wenn man nur da- 
rauf Sichtet, welche Funktionen integriert werden, auf sehr 
tiefer Stufe. Sie war schon 1742 etwas veraltet, als Bernoulli 
sie in seine gesammelten Werke aufnahm. Damals hätte er 

//7/»« 
— unendlich ist (vgl. oben Seite 4). 
»c 

Offenbar hat er die Vorlesungen unverändert zum Abdruck ge- 
bracht. Faßt man aber die Integralrechnung in einem weiteren 
Sinne und rechnet dazu auch die Integration der Differential- 
gleichungen und die geometrischen Anwendungen, so bieten die 
Bemoulli^chen Vorlesungen über Integralrechnung sehr viel 
Interessantes und erscheinen auch heute noch lesenswert. 



1) Zu Ä. 3. Diese Fußnote rührt von Johann Bemoulli 
selbst her. Außer de r Hospitals »Analyse des infiniment pe- 
tits pour Tintelligence des lignes courbes« (1797), die man als 
»die erste Differentialrechnung« in Lehrbuchform bezeichnen 
kann, faßt auch die »Analyse d^montr^e« des Pere EeyneaUj 
die oben erwähnt wurde, auf BemotUlis Manuskript. Dieses 
letztere Werk scheint übrigens verloren gegangen zu sein. 

Man weiß, daß auch Newtonsche Manuskripte von Hand zu 
Hand fingen und verschiedentlich exzerpiert wurden. Das war 
offenbar in damaliger Zeit nichts Seltenes. Übrigens hat sich 
Bemoulli (wie Cantor erzählt) schon 1898 brieflich bei Leib- 
nix beschwert, daß de r Hospital sein Manuskript in unerlaubter 
Weise ausgenutzt hätte. Er trat aber mit dieser Beschwerde 
erst nach des Marquis Tode vor die Öffentlichkeit. 

2) Zu S. 4, Daß 

dx 

X 



1) / — = log x -|- Konst. 
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ist, kann man schon aus Leibni»^ Abhandlang vom Jahre 1684 
entnehmen. Dort kommt Leibnix bei Besprechung der de 
Beaiinesdheii Aufgabe zu der Differentialgleichung 

w dw 

a dx 

und löst sie ganz richtig durch die logarithmische Kurve. Dies 

scheint aber unbeachtet geblieben zu sein. Daß die Integration 

dx 
von — , d. h. die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel durch 

X 

Logarithmen möglich ist, war übrigens seit Gregorius von 
St. Vincent (1647) und Nikolaus Mercator (1668) bekannt. Es 
fehlte eigentlich nichts weiter als ein handliches Symbol für 
den Logarithmus. 

/dx 
-^ aus der Formel 



r xP+^ 

2 / xPdx == — — - + Konst. 



+ 1 

gewinnen, und das ist es, worauf Bemoulli abzielt, so setze 
man i? = — 1 + € und schreibe die Formel in folgender 
Weise 



C dx 05* — 1 
2* I ^r-. = -+ Konst. 



Dann ergibt sich im Falle lim e = rechts nicht oo (wie bei 
Bemoulli), sondern log x + (7. Euler hat in seinen »Institu- 
tiones calculi differentialis« das Resultat durch Differentiation 
verifiziert. Er schreibt in der naiven Auffassung der damaligen 
Zeit 

^xO — 1 O'X^-^dx . ,^ dx 

dlogx = d — jr — = = x^~^dx = — 

X 

Daß es Bemoulli hier nicht gelipgt, die Brücke zwischen 
den Formeln 1) und 2) zu finden, beruht hauptsächlich darauf, 
daß er sich nicht um die Integrationskonstante kümmert, was 
er übrigens in seinen Vorlesungen durchweg tut (mit ganz 
wenigen Ausnahmen). Sonst wäre er auf die Schreibweise 2*) 

der Formel 2) gekommen. Daß — - — = log x ist, wenn 

wir uns dieser unexakten Schreibweise bedienen wollen, konnte 
er nach seines Bruders Idee der kontinuierlichen Verzinsung 



166 Anmerkungen. 

(Mai 1690] schon herausfinden, wenn er es noch nicht wußte. 
Vgl. auch Anmerkung 20. 

3) Zm S, 5, BemovMi hätte so schließen können : Setzt man 

y = y2aa; + a;2^ 

so ist 2/^ = 2aa; + a;2, also 

ydy = adx + xdx, 
mithin 



dy dx dx + dy 



a + a; y a + a; + 2/' 



und 



/ 



— = log (a + ic + 2/) + Konst. 

y 



I 



/dx 
— = c» ist. 
X 

4) Zu S, 7. Die umgekehrte Tangentenmethode (methodus 
tangentium inversaj besteht in der Integration von Differential- 
gleichungen erster Ordnung f(Xj y^ y') = 0. Jede solche Glei- 
chung drückt eine Eigenschaft der Kurventangente aus, und 
man soll daraus die Kurve finden. Bei der Tangentenmethode 
ist die Kurve gegeben, und die Tangente gesucht. — Beispiele 
zur umgekehrten Tangentenmethode finden sich schon bei den 
Vorläufern von Leibnix und Newton, Leibnix wußte schon 
1675 solche Aufgaben zu lösen. 

5) Zu S. 7. Ehrenfried Walther von Tsehirnhaics auf 
Kießlingswalde (1651 — 1708) stammte aus einem böhmischen 
oder mährischen Adelsgeschlecht, das sich in der Lausitz an- 
gesiedelt hatte. Er studierte in Leiden und machte dann große 
Reisen. 1675 traf er in Paris mit Leibnix zusammen. Es 
kam zu einem lebhaften wissenschaftlichen Verkehr zwischen 
ihnen, der in Briefen fortgesetzt wurde. 

Am bekanntesten ist von Tschirnhaus die sogenannte 
TschimhausentmnsiormaLiion, Genügt x einer algebraischen 
Gleichung n-ten Grades, so ergibt sich auch für 

eine Gleichung n-ten Grades. Man sagt von dieser, daß 
sie aus jener durch eine Tsehirnhaicsentraji^ioTmsLÜoji entstanden 
ist. Da man hier n Konstanten zur Verfügung hat, so kann 
man versuchen, die Gleichung für y auf die Form y^ — c = 
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zu bringen. Dies war TschimhatcsQu^ eigentliches Ziel (vgl. 
seine Arbeit »Methodus auferendi omnes terminos intermedios 
ax data aequatione« in den Acta Ernditorum von 1683). Mit 
Hecht hielt ihm schon Leibniz entgegen, daß seine Methode bei 
der Gleichung 5. Grades versagt. Trotzdem hörte Tschirnhatis 
nicht auf; mit seiner Auflösung aller algebraischen Gleichungen 
zu prahlen, wie er denn überhaupt mehr aus Ehrgeiz als aus 
wahrem Interesse sich mit Mathematik beschäftigte. 

Was TschimhatcsQUB Kaustiken (Brennlinien) anbetrifft, so 
ist es nicht sicher, ob er auf diese Idee selbständig gekommen 
ist. Man kann vielmehr mit Moritz Gantor vermuten, daß 
er sie Huygens verdankt. In einem Briefe vom 7/4. 1681 
legte Tschimhaus seine Idee Leibniz vor, und im November 
1682 publizierte er sie in den Acta Eruditorum (Inventa nova 
exhibita Parisiis Societati regiae Scientiarum). Johann Ber- 
noulli hat die Lehre von den Kaustiken weiter entwickelt und 
zu einem gewissen Abschluß gebracht, (vgl. Anmerkung 67.) 

Die Rektifikation mit Hilfe der Abwicklung geht auf 
Huygen% zurück und steht im 3. Teil des Horologium oscilla- 
torium (1673). Vgl. die deutsche Ausgabe dieses interessanten 
Werkes von Ä, Heckscher und Ä. von Oettingen [OstwM% Klas- 
siker, Nr. 192). 

6) Zu S, 8, Die Quadratur des Kreises und der Hyperbel 
ist dasselbe wie die Berechnung der Integrale 

/ Va?' — x^dx^ I Vx^ — a'^dx. 
Diese lassen sich durch partielle Integration auf 



fi 



dx X 

= arc sin 1- G 



und 



/i 



Va^ — a;2 a 



dx , iC + Vx^ — «2 

= log 1- G 



zurückführen. 

Was Bernoulli hier meint, ist der Satz, daß sich jedes 
Integral von der Form 



Jb[x, Vax^ + 2bx + c)dx, 



wo R eine rationale Funktion bedeutet, durch arc sin, log und 
algebraische Funktionen ausdrücken läßt. 
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7) Zu S. 10. Diophantos lebte um 340 n. Chr. in Ale- 
xandria. Sein Hauptwerk sind die »Arithmeticorum libri VI.« 
Man verdankt ihm n. a. Methoden zur Beseitigung von Irra« 
tionalitäten. 

8) Zu S. 11. Im Jahre 1702 hat Leibnix die Integration 
rationaler Funktionen (mittels der Partialbruchzerlegung) ge- 
lehrt Vgl. Osfwald^ E^assiker Nr. 162. Man sieht hier deut- 
lich, daß Bemoulli sein Manuskript von 1691 unverändert zum 
Abdruck gebracht hat. Denn im Jahre 1742, wo die Opera 
omnia erschienen, konnte er solche Integrationen schon aus- 
führen. 

Es ist, wenn man a = c^ setzt, 

^y^dy 3c^ydy « , ^^ c^y — c^ 



f, 



yZ (.3 ^ yZ ßS ^ y ß y2 ^ (»y ^ q2^ 

also 

+ c2 ys . arc tg ^^-ir^ • 

Das Integral läßt sich, wenn man die damalige Ausdrucks- 
weise benutzen will, auf die Quadratur des Kreises und der 
Hyperbel reduzieren. 

9) Zu S. 14, Es fehlten eben die Funktionen arc sin und 
log. Einige Jahre nach 1691 würde Bemoulli anders ge- 
sprochen haben. Da war er, besonders durch den Briefwechsel 
mit Leibniz, weit über den Standpunkt von 1691 hinausge- 
kommen. 1696 nahm er im Einverständnis mit Leibnix auch 

das Symbol / zur Bezeichnung von Integralen an. 

10) Zu S. 20. Es ist in der Tat 

00 00 

/ a^dx _ __ /a3\ _ a3 
x^ \xj a; ' 

also — die Restfläche OFGE. 

X 

11) Zfu S. 22. Die Figur (aus Bemoulli übernommen) ist 
eigentlich in zwei zu zerlegen. NO hat nichts mit NM zu tun. 
Der Leser möge eine korrekte Figur für x = a^:{a^ + m^} 
zeichnen. 
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12) Zu S. 27, Die hier behandelte Kurve ist das carte- 
sische Blatt (Folium Gartesii). Da in den Anfängen der ana- 
lytischen Geometrie die Koordinaten keine Vorzeichen hatten, 
konnte man sich zuerst keine richtige Vorstellung von der 
Gestalt dieser Kurve machen. Auch Descartes^ der von ihr 
1638- in einem Briefe an Mersenne redet, hat ein ganz falsches 
Bild von ihr gehabt, (vgl. Loria^ Spezielle algebraische und 
transzendente ebene Kurven etc. I, p. 54). Huygens scheint 
der erste gewesen zu sein, der die Kurve richtig zeichnen lehrte 
(1692). Die Figur 17 wird Bernoulli wohl 1691 noch nicht 
gehabt haben. Auffallend ist es, daß er nichts darüber sagt, 
woher er die Kurve kennt. 

13) Zm S, 28. Tschimhatisens Arbeit steht in den Acta 
Eruditornm, September 1687, p. 526. Die ganze fünfte und 
sechste Vorlesung BernouUis beschäftigt sich mit der Auffindung 
von Kurven mit nur einem quadrierbaren Flächenraum. Wir 
haben diese Betrachtungen hier ausgelassen nnd aus der siebenten 
Vorlesung nur den auf die Integrationskonstante bezüglichen 
Teil beibehalten. Hier spricht sich Bernoulli vollkommen klar 
über die Vervollständigung der Integrale aus. Wenn er diese 
richtige Auffassung nur konsequent durchgeführt hätte! 

14) Zu S, 30, Die Lösung der Aufgabe ist unvollständig, 
weil die Integrationskonstante fehlt. Dasselbe gilt von den 
späteren Aufgaben. 

15) Zu S, 32, Bernoulli unterscheidet zwei kubische Pa- 
rabeln: 

^3 = cx^ (kubische Parabel 1. Art), 
2/3 = cx^ (kubische Parabel 2. Art). 

Die kubische Parabel zweiter Art nennt man jetzt gewöhn- 
lich die semikubische oder Neihcihe Parabel, die von erster 
Art kurz die kubische Parabel. Beide Kurven werden noch 
an verschiedenen Stellen in diesen Vorlesungen auftreten. 

16) Zu S, 32, Geometrische Kurven sind das, was man 
jetzt algebraische Kurven nennt. Mechanische Kurven nennt 
Bernoulli alle nichtgeometrischen (nichtalgebraischen, d. h. trans- 
zendenten) Kurven. 

n) Zu S, 34, Weil ihm die Funktion Logarithmus fehlt, 
muß Bernoulli die Differentialgleichung 

1) 



dx 


dy 




a— ^ 


X 


y 
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zuerst in 

[axdy — ydx)y''-^ _ ^ly^ ^ ^ 
x^ \x] 

verwandeln, um aie integrieren zu können. Mit Hilfe des 
Logarithmus hätte er aus 1) sofort schließen können 

loga; = log(2/«) — logC, 
also 

X 

18) Zu S, 39, Wieder müssen umständliche Betrachtungen 
angestellt werden, weil die Funktion Logarithmus fehlt. 
19] Zu S. 40. Es ist in der Tat 

Fläche ir(? = /'^^^ = anog^, 

J y m^ 

Fläche MB = f^^ = aMog^- 

J X x^ 

XI 

Beide Flächen sind also gleich, wenn 

ist. Ähnliches gilt, wenn DB = nÄB ist. 

20) Zu S. 4L Hier integriert Bemoulli den Ausdruck 

/ — • Er sagt auch, daß die Bildkurve dieses Integrals eine 

logarithmische Kurve ist. Aber er bemerkt nicht, daß dieses 
Ergebnis im Widerspruch mit seiner sonstigen Behauptung 



fdy 

J V 



dy 

— = oo 

y 



steht, die er z. B. noch auf Seite 39 aufstellt. 

21) Zu S, 42, Es handelt sich hier um Differentialglei- 
chungen von der Form 

dy 



i = fB 

ax \xl 



Setzt man hier y = xx, dy = xdx + xdz^ so ergibt sich 
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dx ., , , dx dz 

X'i-x-=- = f{z) oder — = 



dx ^ ' X f[x) — X 

Die Variablen sind also separiert. Bemoulli zeigt hier das 
noch jetzt übliche Verfahren zur Integration der sogenannten 
homogenen Differentialgleichung erster Ordnung. 

22) Zu S. 42, Eine solche Differentialgleichung hat die 
Form 

1) [axx + h^y + c^) dx + [a^x + h^y + C2) dy = 0, 

wo die a, b, Konstanten sind. Setzt man nach Bemoullis 
Vorschrift 

X = § + 1, y = 71 + f,t^ 
80 ergibt sich die homogene Gleichung 

wofern man die Eonstanten l, fc durch die Gleichungen 

a^ l + bi f,i + e^ = Oj «2^ + ^2i^* + C2 = 0. 
bestimmt. Im Falle 

Q'i bi — «2 ^1 ^= ^ 
kann man 1) auf die Form 

(«1 X + Ci) ^a; + [a^x + ^2) ^^ = 

bringen. Sind a2, ^2 nicht beide gleich Null, so lassen sich die 
Variablen sofort trennen. Ist a2 = C2 = Ö, so ist die linke 
Seite der Gleichung ein vollständiges Differential und läßt sich 
ohne weiteres integrieren. 

23) Zw S, 44, Bemoulli will nur hervorheben , daß unter 
den gefundenen Kurven auch das Folium Cartesii zu finden 
ist (vgl. Anm. 12). 

24) Zu S. 50, Man kann mit Hilfe der Abkürzungen 

^_ 1 _ «-2 

^ — ab^b' ^^ a—1 

schreiben 

dx = CmP (&2 — a^m^)Hm 
oder, wenn man noch die Substitution m^ = n macht, 

p-i 1. 

dx = C^n *^ (fe2 — a^n)^dn* 
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dx läßt sich in ein rationales Differential verwandeln ^ wenn 
eine der Zahlen 

ü — 1 V , 2a — 3 a — 2 
^ , ^ oder 



2 '2 2a — 2' 2a — 2 

ganz ist. Im ersten Falle führt die Substitution 

Ö2 _ a2n = <2 zu dx = Q (62 — P')^mt, \r-^Y^ ganz j 

im zweiten Falle die Substitution 

^ — a2 = ^2 zu dx= (73 (a2 + <2)"'"2 "%2^^ /| ganz j 

t? -^ 1 « 

Ist z. B. "^-— ^ — = ÄJ oder — ^ — 2 = äj und k eine der 

Zahlen 0, 1, 2, . . ., so ergibt sich sicher eine algebraische 
Kurve. Dies tritt also ein, wenn 

2Ä;+3 ^ 2Ä;+2 

a = — - — -— oder a = — ; — ; — - 

2k+2 2Ä;+3 

ist. Der Annahme ä; = entspricht der von Bernoulli be- 

3 

handelte Fall a = — • 

Ein Integral von der Form 

läßt sich mittelst der partiellen Integration auf 



'. = /: 



dt 



Ä-irBP' 
reduzieren. Es ist nämlich (im Falle q^ 1) 

^y — Tr^ ^ Vi + 



Jl(2^ — 2) ^-' ' A[2q — 2) [Ä -^- Bt^)^-^ 

Man ersieht hieraus, daß 

. (2g-3)(2g-5)...l 7, 
* (23-2)(2g-4)...2^«-i^--- (? — ^*. ^» • • -J 

sein wird. Die Punkte bedeuten rationale Glieder. 
Nun hat man aber (für <? > 1) 
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« 

und im Falle g^ = 1 
Die Integrale 

sind also sicher nicht algebraisch. 

Somit sind dieFäUe ö^ = ||^, «=|^ (^=^' ^» ^»•••) 
die einzigen, wo eine algebraische Kurve herauskommt. 

2b) Zu S, 5L Es wird hier y als unabhängige Veränder- 
liche gedacht (statt x). Demgemäß ist d^y = 0. Dieses Hilfs- 
mittel des Wechsels der unabhängigen Veränderlichen findet 
man schon in Leihnix Manuskripten von 1675. 

Bemoulli kann die Rechnung nicht zu Ende führen, weil 
ihm die Funktion Logarithmus fehlt. Aus 

- adx 

folgt 

^ = a log (ic + Vx^ — a2) + Konst. 

oder, wenn man das Achsensystem in der ^-Richtung passend 
verschiebt, 



* 



) 2/ = a log 



X 



+ Vx^ — a2 



a 



Hieraus folgt 






Die Kurve ist also die Kettenlinie, die Bemoulli in einer 
späteren Vorlesung behandelt. 

26) Zu S, 53. Es ist auf der gleichseitigen Hyperbel 

dx dy xdy — ydx dx-\^dy 

y X x^ — 2/2 ^ + 2/' 
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also 

1 d^ 

— [xdy — ydx) = -^d\o^[x + y) 

und der Hyperbelsektor 



ABC = — log -^^-^ -— . 

2 a 

Vergleicht man dies mit Formel *) in Anmerkung 25, so er- 
kennt man die Richtigkeit der BernouUi&CiJiQn Behauptung. 
Auf Seite 52, Zeile 3, muß Ä durch B ersetzt werden. 

27) Zu S, 54, Hier ist also ä die unabhängige Veränder- 
liche. 

28) Zu S. 55. Die rechte Seite ist in der Tat das Diffe- 
rential von 



1 a Vds^ — dy*^ 
ds dy ' 

aber nur rein formal; denn dieser Ausdruck ist bedeutungslos. 

29) Zu S. 56. Hier ist wieder x die unabhängige Ver- 
änderliche. — Die Integration läßt sich so zu Ende führen: 

Setzt man x = 'Vx'^ — 4«^^ ^o \^i zdx = xdx und 

itdz — %dx dx-^-dz 

4a2 X -\- z ^ 

mithin 

xdx = ^d{zx) — \(xdz —- zdx)=^\ d(zx) — 2a^d log (x + x), 

yxdx = -—x ya;2 — 40^2 — 2a^ log |-Konst. 

30) Zu S. 58. Durch die Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen y wird die Differentialgleichung vereinfacht. 

31) Zu S. 58. Wieder muß BernoulU die Integralkurve 
konstruieren, weil ihm zu ihrer analytischen Bestimmung die 
Funktion arc sin fehlt. Fig. 40 ist übrigens etwas zu klein. 
Es soll eigentlich AL doppelt so lang sein wie ^D in Fig. 39. 

32) Zu S. 59. BernoulU gibt hier eine Einteilung der 
transzendenten Kurven nach den Quadraturen, von denen die 
Aufstellung ihrer Gleichungen abhängt. 

33) Zu S. 60. Es wird verlangt 



y Vdx^ -|- dy^ , ydy , „ 

~—^ = n. x + V^ =m+ Konst. 

dx ^ dx 
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Hierans ergibt sich 

^ydy\\ydy ndn ydy 



ndn = 



l^'+^&lrig. ^ 



dm dx 



Beide Kurven haben also gleiche Subnormalen (in. entsprechen- 
den Punkten). 

34) ^ S, 62. Man kann auch so rechnen: 

m^ + n^ = a^, also mdm + ndn = 0, 

mithin 

ndn 

X = m ; — = 2m. 

dm 



y = Yrfi ^ ^?T^ = Vw2— m2 = ya2 — 2m^ 
^ drn^ 

und daher 

2/2 

— 4- 1/2 = «2. 

Das ist eine Ellipse mit den Halbachsen aV 2, a. 

35) Zm S. 62, Es handelt sich einfach darum, aus den 
Gleichungen 

m^ — xm^ -|- a* = 0, 
m^2 — ^AffiA -]- a^ = 

das m zu eliminieren. BemovUi führt diese Elimination auf 
recht umständliche Weise aus. 

36) Zu S, 64, Vom oskulierenden Kreise spricht Leihnix 
in seiner Arbeit: »Meditatio nova de natura anguli contactus 
etc.« in den Acta Eruditorum von 1686. Er sagt nicht, wie 
Bernoulli hier angibt, daß die Punkte B und G sich küssen, 
sondern es küssen sich vielmehr Kreis und Kurve. Leibnix 
befand sich übrigens im Irrtum über die Art der Berührung 
zwischen Kurve und Oskulationskreis. Er glaubte nämlich, 
daß sie vier konsekutive Punkte haben, während es faktisch 
nur drei sind. Jakoh Bernoulli hat im März 1692, ebenfalls 
in den Acta Eruditorum, Leibniz'* Ansicht korrigiert. Johann 
Bernoulli gibt auf Seite 67 die richtige Auffassung. 

31) Zu S, 64, Huygens hat im dritten Teil seines >Horo- 
logium oscillatorium« [Ostwalds Klass. Heft 193) (1673) be- 
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wiesen, daß die Evolute der Ort der Schnittpunkte konseku- 
tiver Normalen ist. Das hat Bemoulli hier wohl im Sinne. 

38) Zu S, 65, Mit diesem Beweise ist Bemoulli selbst 
nicht zufrieden und gibt deshalb weiter unten einen andern. 

39) Zu S. 66, Daß der Oskulationskreis die Kurve durch- 
setzt, beruht darauf, daß er drei konsekutive Schnittpunkte mit 
ihr hat. Beim Passieren eines einfachen Schnittpunktes geht 
er von einer auf die andere Seite. Tut er dies dreimal, so 
kommt er von einer Seite auf die andere. 

40) Zu S, 67. Bemoulli denkt an algebraische Kurven. 

41) Zu S. 67, Deseartes hat iu seiner Göomötrie (1637) 
die Koordinatenmethode entwickelt, die freilich vor ihm schon 
andere kannten (z. B. Vieta). 

42) Zu S. 68, Es steht hier die Gleichung eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt [s, — t) und dem Radius u. Chai*akte- 
ristisch ist das Ignorieren der Vorzeichen der Koordinaten. 
Auch bei Deseartes waren die Koordinaten nur Längen. Da- 
her das Ablesen der Formeln aus einer speziellen Figur. 

43) Zu S, 74. Daß die Evolute der Parabel eine semi- 
kubische (oder iVe^7sche) Parabel ist, hat Huygens entdeckt 
(Horologium oscillatorium, 1873, III. Teil, Satz 8). Er hat 
auch die Rektifikation der Kurven durch Abwicklung gelehrt. 

44) Zu S. 75, Es ist 

dx^ -4- dv^ = [^^ + ^aja + b)x + 4.{a + b)x^]dx^ 

i^^^^-^ = l^[a^ + 4.a{a+b)x + ^a+b)x^^^ 

also 

1 ^ 

BD==-——[a^ + ^a[a + b)x + ^a+b)x^]^ 

2a^bya 

Auf Seite 74 (ganz unten) muß die Klammer hinter der 4 
stehen. 

45) Zu S, 76, Manchmal kommt im Wege der Rechnung 
doch eine Größe mit Vorzeichen heraus. Dann findet Bemoulli 
natürlich die richtige Deutung dafflr. Dies kann man an ver- 
schiedenen Stellen der Vorlesungen beobachten. 
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46) Zm S. 78. Es ist. 



Bogen s = JVl + y"^'dx = yi+ y^'^- 



Wo yi einen Wert von y' im Intervall (0, x) bedeutet. Läßt 
man x nach Null konvergieren, und ist dabei lim y' = 0, so 
ergibt sich . 

lim — = 1. 

X 

Man könnte sich auch darauf berufen, daß das Verhältnis des 
Bogens zur Sehne dem Grenzwert 1 zustrebt, wenn der Bogen 
sich unendlich verkleinert. 

47) Zu S. 79. Man kann bei der Berechnung der Krüm- 
mung die Kurve in der Umgebung des betrachteten Punktes 
mit dem Oskulationskreise identifizieren. Daün sieht man so- 

n 

fort, daß lim ^ = BD ist. 
' 2x 

48) Zu S. 80. Die Gleichung des oakulierenden Kreises 
in bezug auf das Achsensystem Normale — Tangente lautet, wenn 
Q der Krümmungsradius ist, 



y = Vx[2q — x) 
Hieraus entnimmt man 

^ = g — X. also lim ~- = p, 
2x ^ ^ 2x ^^ 

und man kann nun x, ^ als Punkt der Kurve betrachten 
(vgl. Anm. 47). 

Es ist leicht, hieraus die Differentialformel für q abzuleiten. 

49) Zu S. 80. Gemeint ist natürlich die Rektifizierbarkeit 
durch algebraische Funktionen. 

50) Zu S. 84. Man kann die Richtigkeit der Formel be- 
stätigen, indem man die Parallelkurven der Parabel 

t = I Vay, r = \y 

aufsucht. Die Richtungskosinus der Normale sind 






4a 



dy + 4:a' ^ 9t/ + 4a 

Ostwalds Klassiker. 194. VJ, 
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Trägt man auf allen Normalen die konstante Strecke k auf^ 
so ergibt sich die Parallelkurve 



9?/ + 4a 
r = \y-'ky - 



92/ + 4a 

Diese Formeln gehen in die Berrioullnohen über, wenn man 
setzt 

k = b — -^a 

und eine Translation der Achsen vornimmt. 

51) Zu S. 84, Wir wissen bereits, daß unter den Evol- 
venten der semikubischen Parabel die Parabel vorkommen muß. 
Vgl. Seite 74. 

52) Zu S, 87. Setzt man 

i««/ + ^a'^ = ^\ 
so wird 

4«2 4 Szdz 

also 

8Via2/ + |a2 «2 3 

53) Zu S, 91, Die jBernowZ/ische Herleitung der Kurven- 
gleichung ist sehr umständlich. Leibniz hat 1692 in den Acta 
Eruditornm eine inhaltreiche Abhandlung veröffentlicht: >De 
linea ex lineis numero infinitis ordinatim ductis inter se con- 
cun^entibus formata easque omnes tangente«, worin er das be- 
kannte Verfahren zur Enveloppenbildung auseinandersetzte, das 
noch jetzt angewandt wird. 

Die hier sich ergebende Enveloppe nennt man nach Litt- 
row Astroide. Sie ist, wie Bernoulli findet, eine Kurve 
6. Ordnung. Aus seinen Formeln läßt sich auch entnehmen, 
daß sie eine rationale Kurve ist. Macht man in seinen Glei- 
chungen 



t = ^__.__^ r — 



X 



3 



die Substitution x = a sin r/), so findet man 
*) t ^= a cos^r/), r = a sin^fjp. 
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cos cp^ sin q) lassen sich aber rational durch tg -^ ausdrücken. 

6t 

54) Zu S. 92, Sehr einfach geht die Rektifikation, wenn 
man sich der Parameterdar Stellung *) bedient (vgl. Anm. 53). 

55) Zu S. 94. Vgl. Horologiam oscillatorium (1673), 
Teil III, Satz 6. Huyg&ns benutzte diese Eigenschaft, um 
isochrone Pendelschwingungen zu erzeugen. Praktisch bietet 
das Zykloidenpendel jedoch verschiedene Nachteile. 

56) Zu S. 94, Tschirnhausens Kaustik ist die Brennlinie 
des Kreises gegenüber Parallelstrahlen. Sie wird weiter unten 
von BernouUi ausführlich untersucht. Vgl. auch Anmerkung 5. 
Die Bezeichnung Zykloide gebraucht hier Bernoulli für alle 
Kurven, die man jetzt Epizykloiden, Hypozikloiden und Peri- 
zykloiden nennt. Bei den Epizykloiden liegen die Kreise auf 
verschiedenen Seiten der gemeinsamen Tangente, bei den Hypo- 
nnd Perizykloiden auf derselben Seite. Bei den Hypozykloiden 
ist der rollende, bei den Perizykloiden der feste Kreis der 
kleinere. Der rollende Kreis berührt den festen mit seiner 
Außenseite von außen (Epizykloide) oder mit seiner Außen- 
seite von innen (Hypozykloide) oder mit seiner Innenseite von 
außen (Perizykloide). (Vgl. Loria^ spezielle alg. und transz. 
Kurven U, S. 93.) 

Daß eine Zykloide (im BevnoulliAzh^TL Sinne) eine mit sich 
selbst ähnliche Evolute hat, ist ein Satz, den z. B. Cantor 
und Loria auf de la Hire (1640 — 1718) zurückführen, ohne 
Johann BernouUi auch nur zu erwähnen. Man müßte fest- 
stellen, ob de la Hire den Satz schon vor 1694, wo er 
etwas über Epizykloiden publizierte, irgendwie bekannt ge- 
macht hat. Sollte nicht doch Johann BernouUi ihn zuerst 
gefunden haben? 

57) Zu S, 95, Gemeint ist ein rationales Verhältnis. 

58) Zu S. 96, Die Teilung eines gegebenen Winkels cp 
in 71 gleiche Teile ist gleichbedeutend mit der Auflösung der 
algebraischen Gleichung 

Setzt man z == x-{- iy, so ist es leicht , eine algebraische 
Gleichung für x (oder y) zu finden. 

59) Zu S, 97. Mechanische Kurven sind das, was wir 
jetzt transzendente Kurven nennen. Mechanisch heißt also 
nichtalgebraisch. 

12* 
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60) Zu S, 97, Eine Nichtzahl (numerus sui'dus) ist eine 
Irrationalzahl. 

61) Zu S, 98. Vgl. den Schluß von Anm. 56. De la 
Hire hat auch die Rektifikation und Quadratur der Zykloiden 
(in BemouiliBCihen Sinne) behandelt. 

62) Zu S, 100, Um die Richtigkeit dieser Proportionen 
zu erkennen, muß man bedenken, daß die Winkel Ä OB, ECB, 
LGE usw. in Fig. 75 (Seite 99) infinitesimal sind. Es ist 
daher 

ÄB_EQ _ _^,nB 
ÄG-EG ^^CB 

Feiner hat man 

OG_SO_ _^p.„ 

Also folgt 

qG_SO_ _ ^FäE _ 2h -^2a 
ÄB~ EQ~'" ~ ^äGB~ a 

63) Zu S, 103, Bevor man ML differenziert, wird man 
den konstanten Faktor a : 2 (a + ^) heraussetzen. Dann ist 

— V~R zu differenzieren, wobei i? = — »* + ••• ist. 

X 

64) Zu S, 103, Es wäre besser gewesen, diese Verein- 
fachung vor der Differentiation vorzunehmen. 

65) Zu S, 109, Betreffs der Spiralen vgl. die sehr sorg- 
fältig gearbeitete Monographie von Ä, Michalitsehke: >Die 
archimedische, die hyperbolische und die logarithmische Spi- 
rale«. (Prag, 1891.) 

Die Spirale des Archimedes [r = ad') bildet mit dem Radius- 
vektor einen Winkel w, der durch die Gleichung 

dr a 

cot CO = -T^ = — 
rdd- r 

bestimmt ist. Die Parabel y^ = 2ax bildet mit der Ordinate 

dy a 
einen Winkel w, für den die Gleichung cotto = -r- = — 

dx y 

gilt. Biegt man also die Parabel unter Wahrung der Winkel 

10 so, daß die Ordinaten y in einem Punkte zusammenstoßen, 

so erhält man die Spirale r = ad-. 
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Ebenso läßt sich die logarithmische Spirale aus einem recht- 
winkligen Dreieck zurechtbiegen (unter Wahrung des Winkels 
CO, der hier konstant ist). 

66) Zu S. HO. In seiner Antwort auf den zweiten Brief 
Newtons (vom 24. Oktober 1676), die im Juli 1677 in London 
einlangte, hat Leibnix schon das Problem ausgesprochen, alle 
Kurven zu finden, die mit ihrer Evolute kongruent sind, also 
durch ihre eigene Abwicklung entstehen. Er sagt, das sei 
eine umgekehrte Tangentenaufgabe, und zwar eine schwierige. 
(Vgl. Gantor y Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, 
Bd. III, 8. 183). 

Den einfachsten Ansatz findet man, wenn man die betrach- 
tete Kurve durch die Gleichung 

1) ? = /w 

charakterisiert, wo q der Krümmungsradius in einem Punkte 
P ist, und T der Winkel, den die Tangente in P mit einer 
festen Achse bildet. Bei Bewegungen ändert sich r um eine 
additive Konstante, während q ungeändert bleibt (r ist eine 
Integralinvariante, q eine Differentialinvariante der Gruppe 
aller Bewegungen). Eine mit 1) kongruente Kurve wird also 
durch eine Gleichung von der Form 

? = /(^ + ^) 

charakterisiert sein. 

Geht man zur Evolute der Kurve 1) über, so tritt an die 

TT /7/1 

stelle von t offenbar "J^ + ^ , an die Stelle von q aber -~ , 

TT 

weil dQ das Bogenelement und dv = d{T-^-—) der Eontin- 

genzwinkel der Evolute ist. Soll also die Evolute mit der 
Kurve kongruent sein^ so muß aus 1) folgen 

rr = ^(^ + ")' 

es muß also 

2) f (r) = f{T + c) 

sein. Dies ist die Funktionalgleichung des Problems. 

Bei der logarithmischen Spirale ist q = ac*^, also f(v) = ae** 
und vdrklich 
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Bei der Zykloide ist 

p = a cos (r + ft), also f[T) = a cos (r + ^) 
nnd 

r W = — a sin (r + ö) = a cos /r + 6 + -|^| = m + y)- 

Es liegt hiernach nahe, 2) durch den Ansatz 

zu befriedigen. Man findet dann 

und 2) ist befriedigt, wenn 

ist. Man wird also für x die Wurzeln dieser transzendenten 
Gleichung zu setzen haben. Wir wollen uns mit diesen An- 
deutungen begnügen. 

Die Aufgabe, alle Kurven zu finden, die ihrer Evolute 
ähnlich sind, führt auf eine ähnliche Funktionalgleichung wie 
2], nur daß rechts noch ein konstanter Faktor steht. Euler 
hat dieses Problem behandelt (1750). 

Alle Kurven zu finden, die ihrer umgeklappten Evolute 
ähnlich oder kongruent sind, ist eine viel leichtere Aufgabe. 
Sie führt, da bei einer Umklappung r in — r + C' übergeht, 
auf eine Funktionalgleichung von der Form 

3) r W = kf(e — t). 

Man findet dann 

f"[T)=-kf[e-T) = -k'^f(t) 
also 

rw + k-^m = 0, 

d. h. 

f[T) = Ä sin (kx + ß) 
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Setzt man dies in 3) ein, so erkennt man, daß 

kc+2ß = j 

ist. 

Die Kurve Ydrd also durch die Gleichung 

p = ^ sin (kv ■+- ß) 

charakterisiert. 

67) Zm S. HO, Vgl. zunächst Anm. 5. Johann Bemoulli 
hat 1692 für eine Brennlinie durch Reflexion den Namen Kata- 
kaustik, für eine durch Refraktion den Namen Diakaustik vor- 
geschlagen. Es handelt sich in beiden Fällen um cx)^ Licht- 
strahlen in der Ebene, die an einer Kurve reflektiert oder 
beim Passieren einer Kurve, die zwei verschiedene Medien von- 
einander abgrenzt, gebrochen werden. Man will die Enveloppe 
der reflektierten, bzw. gebrochenen Strahlen wissen. 

Die Diakaustiken hat zuerst Joh, Bernoulli betrachtet. Die 
darauf bezüglichen Vorlesungen sind hier mit Rücksicht auf 
den Umfang des Bändchens ausgelassen. Sie bieten auch in 
methodischer Hinsicht nicht viel Neues im Vergleich zur Be- 
handlung der Katakanstiken. 

68) Zu S, IIL Acta Eruditorum, Nov. 1682. Tschim- 
hatisens Satz über die Bogenlänge seiner Kaustik hat Leibnix 
bewiesen (in einem Brief an Tschirnhaus), 

69) Zu S, 112. Es ergibt sich zunächst 

ydy^ ± ydx^ 

dx^ — dy^ 

X = — y ist aber unbrauchbar. 

70) Zu S. 117, Um RL zu erhalten, beachte man, daß 

(Fig. 86) 

/,2 

RL = ÄL — AB = l -^==^ — V2ax — x^ 

y2ax — x^ 

ist (wegen ÄR = HQ), 

11) Zu S. 118, Man kann nur solche Ausdrücke mit Zir- 
kel und Lineal konstruieren, die eine endliche Anzahl von 
Quadratwurzeloperationen aufweisen. 
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12) Zu S. 118. Weil man die Quadratwurzeln konstruieren 
kann. 

73) Zu S, 118, Es läßt sich kaum annehmen, daß Tschvni- 
hausens Irrtum hier richtig erklärt ist. Er arbeitete nur pour 
la gloire und daher immer sehr flüchtig. Von QründKchkeit ist 
bei ihm nichts zu merken. 

74) Zu S. 119. Dieser Beweis für die Verschiedenheit der 
beiden Kurven ist interessanter als der andere, weil er keine 
Formeln braucht. 

75) Zu S, 119. Vgl. Anm. 68. 

76) Zu S. 122. AB HL setzt sich aus ÄEB = f Recht- 
eck AB und dem Trapez ELHB zusammen. 

Die Brennlinie der Parabel gehört übi-igens zur Klasse der 
Sinusspiralen. Sie sind dadurch charakterisiert, daß die Pro- 
jektion des Krümmungsmittelpunktes auf den Radiusvektor 
diesen in konstantem Verhältnis teilt, und haben eine natür- 
liche Gleichung von der Form 

Viele bekannte Kurven (log. Spirale, gleichseitige Hyperbel, 
Kardioide, Lemniskate usw.) gehören zu dieser Kurvenfamilie. 

77) Zu 8. 123. Es ist nicht schwer, folgende Parameter- 
darstellung dieser Brennlinie zu finden (bezogen auf die Achsen 
FA, FC in Fig. 90): 

03 s= — 2a cos^ 9 + 4a cos* 9?, 

y = 2aq) + 4a sin q) cos^ 9p. 

Dabei ist cp der Winkel MFA. Mit Hilfe dieser Formeln 
kann man die Bernoulli^it\iQn Angaben leicht prüfen. Um z. B. 
den Punkt L zu finden, bildet man 

dy 

— = 2a + 4a cos* gp — 12a sin^ cp cos^ (p 

=2a — 12a cos^ cp + 16a cos* 9 = a |j4 cos^fp — — j — | . 

Diese Abteilung verschwindet, wenn cos cp = — =. oder — - 

^ /2^ 2 

ist. Dem ersten Wert entspricht der höchste Punkt, dem andern 
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der tiefste Punkt L der Brennlinie. Man findet wirklich 
ÄE = 2a 8in2 q> = |^a. 

IS) Zu S, 124, Da die Geraden DO^ Dg einen infinite- 
simalen Winkel bilden, ist es erlaubt, von einer Parallelen zu 
sprechen. 

79) Zu S, 124, Die Rechnungen bieten keine Schwierigkeit. 

80) Zu S, 131. Dies liegt an der Wahl der Veränder- 
lichen. 

81) und 82) Zu S. 136, Es ist interessant, zu sehen, wie 
auch der leichtere Fall noch unüberwindliche Rechnungen bietet. 
Das Haften an den rechtwinkligen Koordinaten wirkt hier 
hemmend. 

83) Zu S. 138. Huygens war der erste, der das Leib' 
m^^sche Problem löste. Die Lösung ist die semikubische Pa- 
rabel. 

84) Zu S. 139. Od und Hc sind gleich wegen des > gleich- 
mäßigen Abstiegs.« 

85) Zu S. 141. Wieder fehlt die Integrationskonstante. 
Deshalb nachher die künstliche Interpretation »Dies ist ein 
Zeichen usw.« 

86) Zu S. 143. Aus y^ = ^ax^ folgt 

y X ^ y y^ «^ ' 

also ist der Krümmungsradius 

i>i?=^-— ^V-^ =-^-^ Vy^ + ay. 

— y a 

Bemoulli ahnt hier das Huyg&ns^OilüQ Zykloidenpendel nach. 

87) Zu, S. 145. Auch diesen Spezialfall vermag Bemoulli 
auf seinem Wege nicht zu erledigen, was an der Bevorzugung 
der rechtwinkligen Koordinaten liegt. Hier sieht er dies übrigens 
selbst ein; denn einige Zeilen später sagt er: »Um eine andere 
Gleichung in den Differentialgrößen zu finden, die aus weniger 
Gleichungen besteht, muß man andere Größen als unbestimmte 
annehmen.« Bei früheren Gelegenheiten hat er, wie wir ge- 
sehen haben, diesen Grundsatz nicht befolgt. j 

Hier geschieht das Merkwürdige, daß er mit Hilfe der neuen \ 
Unbestimmten, für die er die Ableitung noch einmal durch- 
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führt, auch die alte Differentialgleichung in einfacherer Form 
wiederfindet. Auf diesem Umwege bemerkt er erst, daß der 
Bruch 

x'iß + äxy ± (a;^ + y^] Väy (y + g) a; Vy ± {x^ + y^) Y~ä 

ay^ — x'^y ~ [ay — x'^) Vy 

mit X zt yay gekürzt werden kann. Weiter leisten die neuen 
Unbestimmten ihm keinen Dienst. 
Hätte er in 



dx • Vy (032 — 2/^) 

'-^ ^ = xdy — ydx, 

Y a 

wo X der Radiusvektor AD ist, und y = GD die Ordinate, 
noch ^ = x cos 9 gesetzt, dann würde er folgende Differential- 
gleichung in Polarkoordinaten gefunden haben (wobei wir x=^r 
setzen wollen): 

dr dcp 

Var Vcos cp 

oder, wenn man statt q) noch tg-^= t einführt, 

dr 2dt 



Var Vl — t^ 
Man gewinnt hieraus 








Bei der Rektifikation der Lemniskate 

fi = cos 2r, 
wo wir T als Amplitude und t ah Radiusvektor betrachten^ 

dt 



/dt 
—r== auf. Es mißt den Bo- 

gen vom Doppelpunkt der Lemniskate bis zu dem Punkte mit 

dem Radiusvektor t = tg-^j und y — ist das Doppelte dieses 
Bogens. 
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88) Zu S, 147, Setzt man ni^ = ar cos cp^ z = r sin r/), 
so entsteht eine Differentialgleichung in r, (jp, wo die Variablen 
sich trennen lassen. 

89) Zu S, 147. Huyg&ns machte die Entdeckung, daß die 
Zykloide vollkommen isochrone Schwingungen herzustellen er- 
laubt. Horologium oscillatorium, II. Teil, Satz 25). Unabhängig 
von ihm bewies auch der Jesuit Ignace Oaston Pardies den 
Satz. 

90) Zu S, 151. Vgl. Anm. 89. 

91) Zu S. 152. In Oalileis »Discorsi e dimostrazioni mate- 
matiche intorno a due nuove scienze« (1638)* wird von der 
Kettenlinie gesprochen, und ihre Gestalt mit einer Parabel ver- 
glichen. Joachim Jungius (1669) zeigte, daß die Kurve keine 
Parabel ist, war aber nicht imstande, sie wirklich zu bestimmen. 
Jakoh Bernoulli legte das Problem im Mai 1690 in den Acta 
Eruditorum aufs neue vor, und nun wurde es durch HuygenSj 
Leihniz und Johann Bemovlli gelöst. Vgl. auch das Leibniz- 
bändchen dieser Sammlung (Nr. 162). 

92) Zu S. 156. Die logarithmische Kurve ist durch die 
Konstanz der Subtangente, also durch 

charakterisiert und hat daher die Gleichung 

y = fte*^^. 

Wegen ihres Zusammenhanges mit der logarithmischen Kurve 
schlug Leihniz vor, die Kettenlinie als Logarithmentafel zu be- 
nutzen, besonders auf Reisen, weil es unbequem wäre, umfang- 
reiche Tafeln > durch Länder und Meere zu schleppen.« 



*) Ostwalds Klassiker Nr. 11, 24, 25. 
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Jeder Band ist in sich abgeschlossen und einzeln käuflich. 



Das Gesamtwerk, dessen Inhalt durch gute Kegister und Lite- 
raturverzeichnisse übersichtlich zusammengehalten wird, liegt nun, 
auch in äußerlich schönem Gewände, vollständig vor; es gehört 
fraglos zu den besten, bestgeschriebenen, originellsten 
und nutzbringendsten der neueren naturwissenschaft- 
lichen Literatur und ist mehr als jedes andere geeignet, den 
immer unheilvoller hervortretenden Folgen der völligen Zersplitte- 
rung unter den Naturforschern abzuhelfen und deren allgemeine 
Fortbildung wieder zu heben. Es gereicht dem Verfasser zur 
l'ihre, nicht minder aber auch der ganzen deutschen Literatur. 

Prof. Dr. Edmund O. von Lippmann, Halle a. d. S. 

Jetzt liegt abgeschlossen ein Werk vor, das der Schule un- 
endlichen Gewinn bringen wird, wenn mau nur zugreift und aus 
der mühevollen Arbeit den Nutzen ziehen will, der den natur- 
wiKscnschaftlichen Unterricht mühelos in hohem Maße bereichert. 

Geh. Oberregieniügsrat Prof. Dr. J. Norrenberg, "Berlin. 

! Man darf das Erscheinen dieses Werkes mit -wärmeT "Freude 

I begrüßen, da es ein ^^nit eres Mittel d ' "' ~' i-~**v-^t 

i Denken unter dem Jv ^^^"^^^^ 

I und zu pflegen. 
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